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Einleitung. 


Darch das System der vollständigen Differentialgleichungen 


2 a)da u an, 2 .\.%) 
resp. die daraus durch Integration hervorgehenden Gleichungen 
= I az — went, 2. .») 
werden; wenn die p Integrale //,(z)dz (x = ı,. . .p) irgend ein System von p zu 


einem algebraischen Gebilde vom Range » gehörigen linearunabhängigen Integralen ı. Gat- 
tung bilden, und jedem Werte z,” eine bestimmte Stelle des Gebildes zugeordnet wird, 
die p Grössen zı, 2,. . . 2, als analytische Funktionen der » unbeschränkt veränder- 
lichen Grössen %ı, %, . . . %, definiert, deren elementare symmetrischen Funktionen ein- 
deutige analytische Funktionen sind und die demnach als Wurzeln einer Gleichung p'" 


Grades 
PM. ie Man + Mu = 0 


angesehen werden können, deren Coefficienten eindeutig in «1, %,.. . . 4%, sind. Dieser 
Satz, welcher für den einfachsten Specialfall bekanntlich von Jacobi aufgestellt, die 
Grundlage der Theorie der Abel’schen Funktionen bildet, ist, wie mein hochverehrter 
Lehrer, Herr Fuchs, in einer Reihe von Abhandlungen') zunächst für p = 2 ausführlich 
nachgewiesen hat, einer Verallgemeinerung fähig. Die algebraischen Funktionen stellen 
nämlich nur einen besonderen Fall einer allgemeineren Klasse von Funktionen dar, für 
welche ein Umkehrproblem der betrachteten Art aufgestellt werden kann. Die Frage 
nach dieser Verallgemeinerung des Umkehrproblems gewinnt ein Interesse in der That 
erst fürp > ı. Für p= ı hätte man die notwendigen und hinreichenden Bedingungen 


!) Göttinger Nachrichten, Feb. 1880 p. 170. 
Borchardts Journal Bd. 89 p. 251. 
Göttinger Nachrichten, Juni 1880 p. 445. 
Abhandlungen der k. Ges, d. Wissenschaften zu Göttingen ı88ı (letztere Arbeit übersetzt im 
Bulletin des seiences math@matiques 2"° serie t. V.) 
Sitzungsberichte der Berl. Akad. 1887, I p. 99. 


2 


zu suchen, welchen eine Funktion /(2) genügen muss, damit durch die Differential- 


gleichung 
K@)dz = du 


2 als eindeutige analytische Funktion von « definiert wird. Liegt irgend eine eindeutige 
analytische Funktion z = (u) vor, so kann man zwischen den N Gleichungen 


2— o(u) 2 — (u) uw eliminieren und erhält Er u — h(z) oder — du, wo h(z) 


du TE ) 
eine im allgemeinen vieldeutige Funktion von z sein wird. Man kann also sagen, dass 
zu jeder eindeutigen analytischen Funktion g(u) eine derartige Differentialgleichung ge- 
hört. Es lassen sich auch leicht Fälle angeben, wo die hier auftretende Funktion /(z) 
einer algebraischen Differentialgleichung genügt. Ist, z = g(w) z.B. eine Fuchs’sche 


Funktion, so befriedigt l z eine lineare Differentialgleichung 2. Ordnung mit algebra- 


ischen Üoefficienten, . eine lineare Differentialgleichung 3. Ordnung, und also a = I) 


eine algebraische nicht lineare Differentialgleichung 3. Ordnung. 
Gehen wir zu dem Fall zweier Variablen «us über, so liegt die Frage folgender- 
maassen. Gegeben seien zwei eindeutige analytische Funktionen von u, ws: 


1 +2 = ol, m) 212 = Yu, %) 
so wird sich durch Umkehrung ergeben 
u = Ha, 2) m = Ga, 2) 

und durch Bildung der vollständigen Differentiale 

du = Fılzı, a)daı + Folzı, 22)d2a 

dw = ©ilzı, z2)deı + ©a(lzı, 22)d2s 
= ıla,a), ne) 
rakteristische Eigenschaft u a , ist es nun, wenn, wie in dem Falle 
der Abel’schen Funktionen, die als Coefficienten der Differentiale dzı, dzs auftretenden 


Funktionen nur von je einer Variablen, nämlich zı resp. z» abhängen, in welchem Fall 
das Gleichungssystem die Form annimmt 


du la 2 F(22)d2s 
dn = gıla)daı + gelze)de 


Im Falle der Abel’schen Funktionen sind die Funktionen fı(z) und fa(2) ebenso wie gı(2) 
und 9>(z) mit einander identisch; es lässt sich zeigen, dass dies allgemein stattfindet, 
wenn die elementaren symmetrischen Funktionen von zı, 22 eindeutige Funktionen von 
%ı, % Sind und die Coefficienten von dzı, dz» resp. nur von 2ı, 2 abhängen. Setzt man 
a+ 2a = fh, a = h, 80 ist 


wenn — Gl, 2) für dv = ı, 2 gesetzt wird. Eine cha- 


9%(21, 23) 
or, 
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U = Fh, fa) A Gh, h) folglich 


lol or or 2 
du — (G + 23 :) da u (GE -r SAdE, dz> 


0G 0@ 0@ 0@ 
dn = (£ E= n32) dzı — (ar + 21 dzs 


Da der Annahme nach je +2 3 von 2, unabhängig ist, so kann man darin 2, irgend 
1 2 


k e AA ABER oF 
einen constanten Wert c beilegen, so dass bei beliebigem Wert von z, weder 2 noch 


of BF 


= 
unbestimmt oder unendlich werden; denselben Wert lege man in ER + 2ı en welcher 
ef 


ofı 
RUN i BRROR En re 
Ausdruck von zı unabhängig sein soll, der Variablen zı bei; ist Pe Fı(fı, fe), alle 
1 v2 
“ Fs(fı, fe), so wird dann 


oF oF 
—- ta = Fı(aı +6, 216) 4 eF3(zı Sr c, 216) 
of, Ofs 


OF oF 
Of, + 2ı If 


= File + 2, 022) + cPrlce + ze, Cz>) 


d.h. der Coefficient von dz, ist dieselbe Funktion von z; wie der Üoefficient von ds 
von 2. Das Gleiche gilt für n +2 = u.8.w. Wir dürfen also dem Umkehrproblem 
n oa 


von vornherein die Form geben 


du = fılzı)da + Aılz)dea 
dus — fı(zı)daı + F(2)dza 


Es bietet sich nun die Aufgabe dar, von diesem Gleichungssystem ausgehend zu unter- 
suchen, welchen notwendigen und hinreichenden Bedingungen das Funktionensystem fi(z), 
Ffe(z2) zu genügen habe, damit die elementaren symmetrischen Funktionen fı, f>» eindeutige 
Funktionen von «,, « seien. In der Eingangs eitierten Arbeit (Abh. d. Gött. Ak. 1881) 
hat Herr Fuchs diese Frage behandelt, unter gewissen Voraussetzungen über die Funk- 
tionen /ı(z) und fs(z) hat er die notwendigen und hinreichenden Bedingungen für jene 
entwickelt. Der weitere Fortschritt auf dem hierdurch eröffneten Forschungsgebiet wird 
in der Entscheidung der Frage bestehen, inwie weit einzelne Funktionssysteme, besonders 
solche, die durch algebraische Differentialgleichungen definiert sind, den von Herrn Fuchs 
gegebenen Bedingungen Genüge leisten können. 

In der vorliegenden Arbeit wird diese Frage in Angriff genommen unter der 
Voraussetzung, dass /ı(2), /2.(2) ein System linear unabhängiger Integrale einer linearen 
Differentialgleichung 2. Ordnung bilden, gehörig zu der Classe, welche sich in der Arbeit 
von Herrn Fuchs (Borchardt’s Journal, Bd. 66 pag. 146 Gl. ı2) charakterisiert findet; die 

1* 


& 


Wurzeln sämmtlicher determinierender Fundamentalgleichungen:., sollen rationale Zahlen 
sein. Bevor Herr Fuchs in der eben erwähnten Arbeit das allgemeinere Problem be- 
handelte, hatte er in einer Abhandlung im Borchardt’schen Journal Bd. 89 ebenfalls für 
die Integrale homogener linearer Differentialgleichungen 2. Ordnung eine Anzahl hin- 
reichender Bedingungen entwickelt, unter denen die in Rede stehende Umkehrung sich 
als möglich erweist, und in einer Note in den Göttinger Nachrichten (1880, p. 445) die 
Tabelle der diesen Bedingungen genügenden Differentialgleichungen nebst ihrer Integra- 
tion und Hinweisung auf die Ausführung der Umkehrung in diesen Fällen gegeben; für 
einige der letzteren wurde die Umkehrung ausführlicher dargestellt in der Dissertation 
von Lühn (Heidelberg 1881). Indem wir unseren Ausgangspunkt von den Resultaten der 
späteren Abhandlung von Herrn Fuchs nehmen, ergeben sich wieder die schon von Herrn 
Fuchs angeführten Fälle, gleichzeitig aber stellt es sich heraus, dass es noch eine weitere 
Anzahl — allerdings algebraisch integrierbarer — linearer homogener Differentialglei- 
chungen. 2. Ordnung giebt, für welche die in Rede stehende Umkehrung möglich ist und 
sich mit Hilfe der hyperelliptischen Funktionen ı. Ordnung durchführen lässt. 


Es sei gestattet, die Hauptresultate, zu denen Herr Fuchs in der schon mehrfach 
citierten Abhandlung gelangt und von denen wir Gebrauch zu.machen haben werden, an 
an dieser Stelle kurz zusammenzufassen. /ı(z), /.(2) sind Funktionen von z, deren Quo- 
tient nicht constant, die für jeden Wert der. unabhängigen Variablen eine endliche oder 
eine unendliche Anzahl bestimmter Werte annehmen, und für jeden Wert z—= a, für 
den sie unendlich werden oder sich verzweigen, und ebenso für z2= » Entwicklungen 


zulassen nach ganzen Potenzen resp. von BR eo (n eine positive ganze Zahl) mit 
einer endlichen Anzahl negativer Exponenten, und Producten solcher Potenzen mit ganzen 
positiven Potenzen resp. von log (z—a) und log > deren Exponenten eine endliche Zahl 
nicht übersteigen. Hierbei wird jedoch die Einschränkung gemacht, dass die kleinsten 
Exponenten der mit logarithmischen Faktoren behafteten Potenzen von z—a und 5 die 


negative, resp. die positive Einheit nicht überschreiten. Damit dann die Funktionen 
Fı(2), fs(2) ein Umkehrproblem der betrachteten Art zulassen, sind folgende Bedingungen 
notwendig und hinreichend. 


ı. Sie dürfen nicht für einen und denselben endlichen Wert von z verschwinden. 


2. Der Exponent der niedrigsten Potenz von z—a in der Entwicklung von 
Yılz) + IFrlz) (y, d willkürliche Grössen) in der Umgebung eines singulären Punktes 
der Funktionen /ı(z) /.(2) muss eine negative Zahl sein, welche entweder die negative 


Einheit nicht übersteigt oder den Wert —ı + a hat (n eine positive ganze Zahl). Da- 


gegen muss der Exponent der niedrigsten Potenz von = in der für die Umgebung von 
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z = © giltigen Entwicklung von yfı(z) + Öfs(z) entweder eine Zahl sein, welche die 
positive Einheit nicht übersteigt oder den Wert ı + = hat (n eine positive ganze Zahl). 
3. Definiert man z als Funktion von £ durch die Gleichung 


re) _ 
a L 


so ist z im allgemeinen eine zweiwertige Funktion von /, während gleichzeitig /ı(2) und 
fı°(z) ebenfalls für einen Wert von £ nicht mehr als zwei Werte annehmen. Ausserdem ist 


fe) ri — yEo 


wo FL) eine eindeutige Funktion von Z darstellt, so dass durch Einführung zweier neuen 
Variabler &, & an Stelle von zı, z» vermöge der Gleichungen 


ry(2,) da (x 


fı(lzx) Be; or 


die Gleichungen des Umkehrproblems die Form annehmen: 


7,2) 


2 6% sn. 
> [ag ad=ud-nn 


wo &, & die den Anfangswerten von zı, z» entsprechenden Anfangswerte von {,, & bezeichnen. 
Noch eine Reihe weiterer Folgerungen zieht Herr Fuchs aus diesen Bedingungen, 
welche wir an den Stellen, wo wir von ihnen Gebrauch zu machen haben, anführen werden. 


1. 


Es seien /ı(z), /(z) zwei linear unabhängige Integrale der linearen, homogenen 
Differentialgleichung zweiter Ordnung 
Az) dy , Bi) 
| TORTE 
Die Anzahl der singulären Punkte der Differentialgleichung (A) sei o; dann ist, 


da (A) zu der in der Arbeit des Herrn Fuchs (Borchardt’s Journal Bd. 66, pag. 146, 
Gl. ı2) charakterisierten Klasse gehören soll 


+ 


d? 
At 


U) = Ne-a) 


und A(z), B(z) ganze rationale Funktionen von z, deren Grade bez. nicht grösser als 
e—ı und 2(e—ı) sind. Die Wurzeln der zu den einzelnen singulären Punkten und zu 
z = » gehörigen determinierenden Fundamentalgleichungen seien rationale Zahlen. 
Da von deren Beschaffenheit die Eigenschaften der durch die Gleichung (4A) definierten 
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Funktionen wesentlich abhängen, so kommt es zunächst darauf an, ihre Natur näher 
festzustellen. Auch für die Natur der eindeutigen Funktion #(£) ist diese Untersuchung 
von Wichtigkeit. 


= ARTE: ; d 
Es sei, in Partialbrüche zerlegt, der Ooefficient von n 
Aa 
ı(z) Be at, zZ—& 
Dann ist, wenn r;ı, r. die beiden Wurzeln der zum singulären Punkt z = a, gehörigen 
determinierenden F'undamentalgleichung bezeichnen, A; = ı—rı—ra. Nach einem be- 


kannten Satze (cf. Fuchs, Borchardt’s Journal, Bd. 66, pag. ı28, Gl. 3) ist, wenn 
1 


— [ gesetzt wird 


(1.) fo it ve 


Da ausserdem 


0) NE = vo, se (E)' = wo, 
so ist 
— op 3 
= Fr (a) 


Ist [; einer der dem singulären Punkt a; entsprechenden Werte von Z, und gehört &; nicht 
zu den wesentlich singulären Stellen der Funktion z von £, so darf, wie Herr Fuchs 
(Gött. Abh.$ X) gezeigt hat, in den Entwicklungen von /1(2) und /s(z) für die Umgebung 
von z= a, kein Logarithmus auftreten. Folglich sind für solche singulären Punkte die 
Wurzeln der determinierenden Fundamentalgleichung von einander verschieden. Die Ent- 
wicklungen von /1(z) und fs(z) haben an diesen Stellen die Form: 


File) = ne —ay a Pılzla) + na) Di2|a) 
Pe) = ue-aya Pal) + dal — a)? Dlz|a), 


wo ®; Q, nach ganzen positiven Potenzen von z—a; fortschreitende Potenzreihen be- 
zeichnen. Ist 1, > r;,, so erhält man 


u, = et le), 


wo ® eine gewöhnliche Potenzreihe seines Arguments bezeichnet. Nach dem Satze des 
Herrn Fuchs (s. Einleitung) gehören zu einem Werte von & nicht mehr als zwei Werte 


a 


I h k f Er 
— notwendig den Wert —, wo % eine ganze, positive Zahl, und 


YiNıı 2 


von 2; daher hat 


demgemäss ist 
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(4.) 2—u4 = (E03 K + all—L 5 a ) 
(4°.) = dr (a, En Aka: + Sch nee ) 
6) 2 =- eat late +...) 


Wir wollen das Verhalten von FL) für die Umgebung von { = [{; feststellen. Wie Herr 
Fuchs (a. a. 0. $ X, Satz III) nachgewiesen hat, verschwindet FL) für keinen endlichen 
Wert von {, sie kann also für © = Z[; nur einen endlichen oder unendlich grossen Wert 
haben. Es sei 


(6) PO) = C-I)" vl), 


wo m = o oder eine ganze positive Zahl und Velo) eine für © = ÖL; von Null ver- 
schiedene nach ganzen positiven Potenzen von C—L, fortschreitende Potenzreihe bezeichnet. 
Wird (4°) in (6) eingesetzt, so ergiebt sich 

2m 


7) PO)= wa) * +... .und aus (5) 


3 —2m+6— 3% 
(8) 7 (&) — 4, he 7 © 


Andererseits ist 
A(2) 


N TEN > al — aaa... 
folglich aus (3) 
ra rn 2 — 1, gder 
—m+2 
et! 


Herr Fuchs hat seiner Untersuchung die Voraussetzung zu Grunde gelegt, dass für un- 
endlich viele Umläufe der Variablen z um die singulären Punkte wenigstens eines der 
beiden Integrale /fı(z)dz, /F;(z)dz einen unendlich grossen Wert annimmt. Diese Voraus- 
setzung ist, wenn /ı(2), f2(z) Integrale einer linearen homogenen Differentialgleichung 2. 
Ordnung sind, im allgemeinen erfüllt. Denn die beiden Integrale /Fı(z)dz, /f.(2)dz genügen 
einer linearen homogenen Differentialgleichung 3. Ordnung, verwandeln sich also nach 
jedem Umlauf der unabhängigen Variablen = in cu /fı(z)dz + cwffe(z)dz + CY Ü = 1, 2), 
wo y eine Constante; von möglichen Ausnahmefällen abgesehen wird also jedes der Inte- 
grale bei unendlich vielen Umläufen von z um die singulären Punkte einen unendlich 
grossen Wert annehmen. Folglich gehört jedes Wertsystem (x, 3), von dem wenigstens 
eine der beiden Veränderlichen 2, w © ist, zu den wesentlich singulären Stellen der 
beiden Funktionen 21, 2. Sollten nun die Wurzeln der zu irgend einem singulären Punkte 


Re) 


gehörenden determinierenden Fundamentalgleichung so beschaffen sein, dass für denselben 
eines der beiden Integrale /fı(z)dz, /f2(z)dz unendlich wird, so würden sich daraus für 
die beiden Funktionen 2ı + 2, 2128 Wertsysteme ergeben, welche sie für endliche Werte 
der beiden Variablen «u nicht erreichen. Wegen der Relation, welche zwischen den 
Wurzeln der determinierenden Fundamentalgleichungen besteht, ist die Anzahl der sin- 
gulären Punkte, für welche dies eintreten kann, eine beschränkte. Wir wollen vorläufig 
von solchen absehen und die Annahme machen, dass für keinen der singulären Punkte 
(z = » eingeschlossen) eines der Integrale /Fı(lz)dz, /f.(z)dz unendlich werden kann. 
Unter dieser Voraussetzung folgt aus dem in der Einleitung angeführten Satz des Herrn 


Fuchs, dass für endliche singuläre Punkte »,, die Form hat — ı + _ wo n eine ganze 


positive Zahl bedeutet. Demnach ergiebt sich aus (9) 


m 2 I 
(0) He 
m ist gleich Null oder eine positive ganze Zahl; da die rechte Seite von (10) positiv, 
so kann m nur einen der beiden Werte o oder ı haben. Für m = o erhält man er —— Ar 
d.h.k = zn, somit 
I 2 
(11.) va Yo 
Für m = ı ergiebt sich 
I 
(11°,) ra Rt Trage m=—ıH 


It © = ß ein Wert von L, für den die beiden zugehörigen Werte von 2 nicht singuläre 
Werte von /ı(z), 2(2) sind, so ist PL) für & = Pf endlich. Denn es ist 


0, 
VER) = 197 = O-faed @ 


und für einen nicht singulären Punkt der Differentialgleichung (A) kann weder der Faktor 
zu dz 

fı’@) noch der Faktor e/ #® unendlich gross werden. Auch verschwinden kann für 

— #YVPÜ) nicht; denn da C = ß endlich ist, so ist /ı(z) für die zugehörigen Werte 

von z von Null verschieden, und der andere Faktor kann nur für die singulären Punkte der 

Differentialgleichung (A) resp. z= » verschwinden. Für die Stellen © = £ ist demnach 


en a EM a 


Es bleibt noch das Verhalten der Funktion F(£) für © = » zu untersuchen, und zwar 
zunächst unter der Voraussetzung, dass © = ® nicht zu den wesentlich singulären Stellen 
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der Funktion z von { gehört. Nach $ X, Satz II der Abhandlung von Herrn Fuchs 
(Gött. Abh.) ist dann {= & auch nicht wesentlich singuläre Stelle für die Funktion FL). 
It &= » und z= b einer der beiden zugehörigen Werte von z, so kann erstlich 
z = b ein nicht singulärer Punkt der Differentialgleichung (A) sein. In diesem Fall 
muss für z = b f,(z) notwendig verschwinden, während /,(z) einen von Null verschiedenen 
Wert hat. In der Umgebung von z = 5b ist dann 

@ = u@—b) + al —b)? +.... 

Fe) = db + be —b) + biia—b)? +... 


wo Qı, du Sicher von Null verschieden sind. Demnach. ist 


E = a@—b) + a —b)? +... 


I 


(13) 2—b = Ben + lE) +. 


(14.) m = (4) _ u) 
— ar + lE) +. 
as) ol) = ro = FE) tr tr) +) 


Folglich bleibt, wenn b ein nicht singulärer Punkt von (A) ist, SF(£) für {= » endlich 
und von Null verschieden. 

Entspricht zweitens {= » ein singulärer Punkt « von (4A), und bezeichnen 
rı, r. die Wurzeln der zu a gehörenden determinierenden Fundamentalgleichung, wo 
r,>r,, 8o ist in der Umgebung von a 


Fa) = @« — ar + NH@—ea)+ Yalz — a)? +....) 
Fed) = CE — "(+ ala — a) +-:::) + 092 — a) (+ RE —M)+-:--)- 


Man kann aber durch lineare Transformation, indem man an Stelle von /,(z) von vorn- 
herein ein Integral yfı(2) + 0fs(z) einführt, immer erreichen, dass zu dem singulären 
Punkt z = a ein endlicher Wert {= £ gehört. Es sei { = ar die zugehörige 
Substitution von Z; so ist 
Ad) = Wed + la) (a + %L’) 
HE = RO + U) (a + IE 


Nun sei fir = » 
I 


RO: Rz, a (+) (» Hart (+) ziue), 
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In der Umgebung der entsprechenden Stelle [’ — — = ist nach den Gleichun- 
2 


gen (17.) und (12.) 
are) + (TE) = war + Ir + Aa + 6) +.) 

wo m entweder = o oder = ı ist, Demgemäss ist 
0) = Wi) + + ar 
— ula, + al)" (r + ol +00) +...) 
= (2) ” (: ” dr 2 a) .E e.) 


2 
Die Vergleichung der beiden Entwicklungen von F(£) = Ye) nach Potenzen von 


I . 
— liefert «e =6—m, d.h.« = 6, wenn m=o, @—=s, wenn m = ı. Im ersteren 


C 
Fall haben für z = a die Wurzeln der determinierenden Fundumentalgleichung die Gestalt: 
I 2 
7. nr ZT: 
im zweiten Fall 
I 
ne n=-ıt-, 


Je nachdem die eine oder die andere Form der Wurzeln vorliegt, hat man 


@7) VEC) = (£) (m+ WE + WE) +) oder: 
I 


(18.) YFL) = (+) (9 ne Yır +2) +.) 


Es bleibt noch die Form der Wurzeln der determinierenden Fundamentalgleichung 


kann man 


? f A I 
für z= © zu bestimmen. Durch eine lineare Transformation z = Ge 


immer den singulären Punkt z = » in eine willkürlich gewählte endliche Stelle ver- 
legen. Die Variablen des Umkehrproblems z,, z, gehen dann in andere Variablen z,', 2, 


über, welche mit den ursprünglichen durch die Relation 2, = zusammenhängen. 


I 
Zu —b 
Die symmetrischen Funktionen z, + z,, 212, sind lineare Funktionen der neuen symme- 
trischen Funktionen z/’ + 25, 2,2, und umgekehrt. Ist also die in die Variable 2’ trans- 
formierte Differentialgleichung so beschaffen, dass den Bedingungen des Umkehrproblems 
genügt wird, so sind sicher auch 2) + zo, zz, eindeutige Funktionen von %, %. Es 
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seien nun g,, @, die für die Differentialgleichung (A) zu z = » gehörigen Wurzeln; 
dann hat die transformierte Differentialgleichung für den singulären Punkt 5 dieselben 
Wurzeln; mit Berücksichtigung des Umstandes, dass in den Gleichungen des Umkehr- 


problems aus de, = — Aa 5’ noch der Exponent — 2 hinzu kommt, findet man unter 
Anwendung der vorangegangenen Schlüsse 
I 2 
ı —2 = den 9, —-2 = —ı a oder: 
0—2 = —ı + ,—2 = —ı + d. h. entweder 
I 2 
(19) = 1 Ba. 02,51 Any oder 
z 3 


Das Verhalten von #({) an den der Stelle z —= » entsprechenden Stellen Z wird eben- 
falls durch Gleichung (6) resp. durch die Gleichungen (17), (18) bestimmt. 


Durch die genannten Gleichungen sowie durch die Gleichungen (12) und (16) 
ist das Verhalten der Funktion #(£) für alle endlichen Werte von £ sowie für {| = » 
gegeben, soweit diese nicht zu den wesentlich singulären Stellen von F(Z) gehören. Wie 
Herr Fuchs (a. a. O. $ X, Satz II) gezeigt hat, sind alle Stellen {, für welche die 
Funktion z von Z sich regulär verhält, d. h. die nicht wesentlich singuläre Stellen für 
die Funktion :(©) darstellen, auch nicht wesentlich singuläre Stellen für die Funktion P(£): 
die etwaigen wesentlich singulären Stellen der letzteren sind also notwendig unter den 
wesentlich singulären Stellen der Funktion z({) zu suchen, womit aber nicht gesagt ist, 
dass die letzteren wirklich auch wesentlich singuläre Stellen für 7({) bilden. Die we- 
sentlich singulären Stellen der Funktion z von { ergeben sich dadurch, dass z von be- 
liebigen Punkten ausgehend, Wege in der z-Ebene beschreibt, welche die von den singu- 
lären Punkten der Funktionen /,(z), fs(z) gezogenen Querschnitte unzählige Male über- 
schreiten, und schiesslich zu dem ursprünglichen Punkt zurückkehrt. Da /1(z), /.(2) In- 


tegrale der Differentialgleichung (A) sind, so geht ihr Quotieut { = 2 nach Vollziehung 
(a 
dieser Umläufe über in 5 2 wenn dieser Ausdruck einem vom Ausgangspunkt unab- 


hängigen Wert zustrebt, so ist ein solcher wesentlich singuläre Stelle für die Funktion z(£). 

Um zu untersuchen, wie sich die Funktion '#(£) für die wesentlich singulären 
Werte y verhält, können wir annehmen, dass diese sowohl von o wie © verschieden sind; 
wir haben dazu auf die Variable { nur eine lineare Transformation, welche den Charakter 
unseres Umkehrproblems nicht ändert, anzuwenden, und die nachfolgende Untersuchung 
wird dadurch einfacher. 
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Betrachten wir die Funktion 
dz u 
A)zE Tr Yo) 
als Funktion von z, und lassen wir die Variable z in der z-Ebene auf irgend welche 


Fl) ; 
Bob 


Weise geschlossene Wege beschreiben, so verwandelt sich £ = 


a„f1(2) + Bufelz) 
Ynfılz) + Infelz) 


Wenn dabei Z einen vom Ausgangswert mabhieen und von o und © verschiedenen 
Grenzwert y erreichen soll, so muss 
lim (enfıl2) + Pufalz)) und lim (Yarılz) + Infele)) 


unendlich gross werden. Nun ist 
A(2) 


de Sn Oo 
Hz = ehe) ei! 


Um zu erkennen, welchem Grenzwert dieser Ausdruck zustrebt, wenn { sich der Grenze y 
nähert, d. h. wenn die Variable z von irgend einem Wert z, ausgehend geschlossene 
Wege beschreibt und dabei unzählige Male die in der z-Ebene gezogenen en dan 


überschreitet, haben wir zu unterscheiden zwischen solchen Werten 0» für welche Bo: Te 
verschwindet und solchen, für die es von Null verschieden ist. Der Ausdruck kann über- 
haupt nur verschwinden für diejenigen Werte von z, für die /,(z) verschwindet. Denn 
In 029 12) £ ae) ist 


A@), 

3 4 

So“ PL 
le Fi. Se a 


» (2 — a,) x 


wenn wir mit a, resp. a, die singulären Punkte der Differenzialgleichung bezeichnen, je 
nachdem die Wurzeln der zugehörigen determinierenden Fundamentalgleichungen die erste 
mu 
oder zweite der von uns ermittelten Formen haben. e’ ”” kann also nur für die sin- 
gulären Punkte der Differentialgleichung verschwinden. Für dieselben ist aber 
3 3 
5 ann en 
Fe) = @— 4.) ”. Blzla,) resp. = (2 — a,) " Blz|a,) 
EIOPR 


also c - fı°(z)e wo“ — 2 ee En von Null verschieden. /,(z) verschwindet erstens an der 


1 
14 > 
Stelle z = » wie ei ‚ doch wie man leicht erkennt, so, dass Yo von Null ver- 
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schieden bleibt. Für nichtsinguläre Werte von z, für die /,(z) etwa noch verschwindet, 
ist aber /s(z) von Null verschieden; und man kann 
42), 42), 
c + fı°(z) € vo dann durch re) e’ ”” ersetzen. 


Geht nun die Variable z von einem Punkt z, aus, für den NO einen von Null ver- 


schiedenen Wert hat, so wird, wenn Z sich dem Wert y nähert, der Faktor /,°(z) sich in 
Ad) ,, 


lim (ynf(z) + Infe(z))’ verwandeln, während der absolute Betrag von e ae ungeändert 


bleibt; daher wird der Modul des ganzen Ausdrucks unendlich gross sein. Geht z von 

42), 
einem Wert z, aus, für den /,(z2) = o ist, so wird doch I Zu dabei sich der 
20), 


Grenze lim; (a„f1(2) + Bufelz))? € wi nähern, also auch © sein. Der Modul von 


SACK 


ro) SE folglich, wenn die Variable £ auf einem beliebigen Wege einem der betrach- 
teten Werte y sich annähert, ins Unendliche wachsen. Demnach sind die Werte y für 
die Funktion #({) keine wesentlich singulären Punkte, letztere ist eine eindeutige Funk- 
tion ohne wesentlich singuläre Punkte, d. h. eine rationale Funktion. 

Aus den oben entwickelten Gleichungen, welche das Verhalten von #(£) in der 
BR aller regulären Stellen charakterisieren, folgt hiernach unmittelbar, dass 


-— eine ganze rationale Funktion von &, vom fünften oder sechsten Grade höchstens, 


Fo) 


ist; denn 7 wird für keinen endlichen Wert von & unendlich gross; und nur für& =» 


wird es ©, doch so, dass die Ausdrücke Ri, endlich bleiben. Das Letzte 


4 Pe) D- Ga) 
gilt allerdings nur, wenn die Stelle & — » keine wesentlich singuläre Stelle der Funk- 
tion z(&) ist; ist dieses dagegen der Fall, so wird das Resultat, wie wir in den nächsten 
Nummern sehen werden, noch einfacher, indem die Ordnung des Unendlichwerdens von 
für & = » sich noch erniedrigt. 


eo 
Zum Schlusse dieser allgemeinen Betrachtungen mögen noch folgende Bemerkun- 


gen Platz finden. Aus den Gleichungen des Umkehrproblems 
2 2, 21 ch 
SF) de + SAl)de = m Stle)de + S Se) de = W 
20 290 2,0 2,0 
folgt durch ie Differentiation nach «, und %g: 
02 02 
fe) aa ae ge 7 et A), + fı(ze) Em nF 


(a) 2 (b) ge Bi 
FOR = +), = Felzı) PR + Ja(ze) Arte I 


Hi 
o 
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Die Combination der Gleichungen a, ı und 5, ı ergiebt 


en 02, K 02] 
(e) Afılaı) = du, dirk) = a 
und die Combination von a, 2 und 5b, z 
WE 02, ER 021 
(d) Ayalzı) = dm’ 4fr(z) = an? wo 
San a oa 
09M Mr u Us 


gesetzt ist. Durch Division entsprechender Gleichungen (c) und (d) erhält man: 


02, 92 
Fe) EI Jalze) u 

e _— —— u ——— (8: == = — 
( ) C, fa) da) >2 Fi) 92, 
OUg Op 


Weil nun z,, z, Wurzeln einer quadratischen Gleichung sein sollen, deren Coefficienten 
eindeutige Funktionen von %,, % sind, so ist 


zı =4A+BVC, 3 = A—BVC 


wo A, B, C eindeutige Funktionen von «,, u, bedeuten. Weiter folgt 


du TE 4, Fr BıVC, du, —— 4ı = BıVC 
0% ZEN — 
du, == As nu B>VC, dus = As Sam B;VC 


wo Ay, As, Bi, Ba die gleiche Bedeutung wie A, B, CO haben. Werden diese Ausdrücke 
in (e) eingesetzt, so erkennt man, dass auch {, + &,, &% eindeutige Funktionen von %, 
%, sind. Gleichzeitig bestehen zwischen den Grössen &,{, und «, u, die Gleichungen 


Sx 
> WEGE udn) 


Für die allgemeine Untersuchung des Umkehrproblems würde es sich also vor allem 
darum handeln, festzustellen, wie die eindeutige Funktion #(£) beschaffen sein muss, da- 
mit aus den vorstehenden Gleichungen die symmetrischen Funktionen &, + &, {16 als 
eindeutige Funktionen von «, %, resultieren. Besonders müsste untersucht werden, ob 
die Funktion #(Z) wesentlich singuläre Punkte haben dürfe. Auf die nähere Erörterung 
dieser Frage können wir aber an dieser Stelle nicht weiter eingehen. 
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2. 


Wir haben in No. ı die verschiedenen Formen, welche unter der Voraussetzung, 
dass die Integrale /fı(z)dz, /Fe(z)dz nur durch unendlich viele Umläufe von z um die 
singulären Punkte unendlich gross werden, die Wurzeln der determinierenden Fundamen- 
talgleichungen für die endlichen singulären Punkte und für z = » haben können, in 
den Gleichungen (11), (11a), (19), (20) aufgestellt. Es kommt nunmehr darauf an, die 
Differentialgleichungen, welche den hiermit gegebenen Bedingungen Genüge leisten, ge- 
nauer zu untersuchen. 

Wir machen zunächst die Annahme, dass für alle endlichen singulären Punkte 
die Wurzeln der determinierenden Fundamentalgleichungen von (A) die Form (ı1), für 
z — » die Form (19) haben. Dann ist klar, dass z eine eindeutige Funktion von £ ist, 


denn z— 2, 2 —a resp. — lassen sich dann, wie aus den Entwicklungen von ı her- 
vorgeht, in der Umgebung aller endlichen Werte von Z£ resp. im Unendlichen nach ganzen 


positiven Potenzen von &— &,, bezw. = entwickeln, soweit die genannten Stellen nicht 


wesentlich singuläre Stellen der Funktion z(ö) sind. Wegen der Voraussetzung, welche 
über die Form der Wurzeln der determinierenden Fundamentalgleichungen gemacht worden 
ist, hat die in No. ı, Gl. (6) definierte Zahl m den Wert o; es folgt hieraus, dass die 
Funktion FL) für alle endlichen nicht wesentlich singulären Werte von £ endlich und 


von Null verschieden ist. In No. ı ist gezeigt, dass ta eine ganze rationale Funktion 
von £ ist; 27) kann also nur für {= & unendlich gross werden; setzt man Fö — fr 
so wird 


ROR dz = [a 


Für die wesentlich singulären Punkte der Funktion z(£) wird dies Integral, oder rich- 
tiger das Integral 

en 5 6 1, 

YR(£) 


unendlich gross, wo cı, c, willkürliche Constanten. Was die Beschaffenheit der Funktion 
R(£) in den wesentlich singulären Punkten anlangt, so ist klar, dass R(£) an den end- 
lichen singulären Punkten verschwinden muss, und zwar von einer Ordnung, die > 2 ist. 
Ob die Funktion z({) aber überhaupt endliche wesentlich singuläre Punkte hat, hängt 
von der Beschaffenheit der Fundamentalsubstitutionen der Differentialgleichung (A) ab. 
Wir nehmen zunächst an, dass die Funktion z(£) keinen im Endlichen gelegenen wesent- 


lich singulären Punkt hat. Bezeichnen wir mit (& ) den Inbegriff aller Substi- 


See) + afde) dr = [at 


16 


tutionen, welche Z bei beliebigen Umläufen um die singulären Punkte von (A) erleidet, 
so folgt aus unserer Annahme, dass y, d endlich bleiben; wir haben hierbei, was erlaubt 
ist, die Voraussetzung gemacht, dass ad — ßy = ıist. Jetzt bleibt offenbar die Funktion 


ha = VFO 


welche bei den erwähnten Umläufen sich in (y + 0&)?V#(&) verwandelt, endlich; hieraus 
in Verbindung mit den vorangehenden Entwicklungen folgt, dass die eindeutige Funk- 
tion F(£), die für alle endlichen Werte von & und für& = » (welche Stelle nunmehr 
einzig wesentlich singulärer Punkt für z(&) ist) endlich bleibt und von Null verschieden 
ist, sich auf eine Constante reduciert, welche wir der Einfachheit wegen gleich ı setzen 
können. Die Gleichungen des Umkehrproblems reducieren sich dann durch die Trans- 


formation? ne —%(& = 1,2) auf die einfache Form 
a) Sär+ für = u Slac+ für = m 
En & &s & 2) 
(a) 5, te = mu, +? = 2(U, — v5), WO 
r = —(üte) a» = — at’). 
a 


N 
(2.) OFT rt 
und z eindeutige Funktion von £ ist, so folgt, dass aus der Gleichung I. Nh@az= 


z sich durch Umkehrung als eindeutige Funktion ergeben muss. Die Gl. (3) No. ı wird 


jetzt 
"A (2) 


dz 
dz BR, wie) 


(3.) ET 
Wird zwischen (2) und (3) pi eliminiert, so erhält man 
a (AS) 
h 5 8 2) 
(4) Al), = 
Da 
BIN Fel2) MR. : 
= FA; SFı@)dz, so resultiert 
a eh 4), 
n . ” 3 21 rar 
(5) A) = Ale) Sad = re Y Je ®! 
Es war 


a 
Y(z) 12 —q, 
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und die Grössen A, rationale Zahlen; daher ist aus (4) ersichtlich, dass /(z) Wurzel aus 
1 


einer rationalen Funktion von z, R(z) ist, die gleich (Ra)? gesetzt werde, wo ;j eine 
ganze Zahl. Es ist sonach 
1 


1 1 = 
(6) AO = (Ra)’, Fe) = (Be) (Kle))’ dz 
Die zwischen : und 5 bestehende Differentialgleichung erhält die Form 


dz\V I 
17.) (1) 5:6) 
Aus dieser Gleichung muss > sich als eindeutige Funktion von £ ergeben. Dadurch wird 
die Funktion AR(z) auf gewisse Formen beschränkt, welche bekanntlich zuerst von den 
Herren Briot und Bouquet ermittelt worden sind. Wenn umgekehrt A(z) eine ratio- 
nale Funktion von der Beschaffenheit ist, dass aus einer Gleichung von der Form (7) x 
als eindeutige Funktion von & bestimmt werden kann, und wir setzen 


1 ! 1 
A) = (Ro))’, Al) = ars may’ a, 
so genügen /,(2), /.(2) — wie aus der allgemeinen Theorie der linearen Differential- 
gleichungen sich ergiebt — einer homogenen linearen Differentialgleichung, die zu der 
hier behandelten Klasse gehört, andererseits ist = eine eindeutige Funktion des Integral- 
quotienten {, endlich liefern die Gleichungen des Umkehrproblems £, + &, &,5, also 
auch 2, + 2,, 2,2, als eindeutige Funktionen von «,, ws; machen wir noch die Voraus- 


® 1 
setzung, dass das Integral, IR (R(z))’dz ein immer endliches Integral ist — was bei den 


Annahmen, die wir über die Wurzeln der determinierenden Fundamentalgleichungen ge- 
1 


macht haben, mit //,(z)dz der Fall ist — so ist ersichtlich, dass jede Funktion (A(z))” 
von der charakterisierten Beschaffenheit zugleich eine Lösung des in dieser Nummer be- 
handelten Problems liefert; die beiden Aufgaben sind also einander vollständig aequivalent. 
Trotzdem wir uns daher auf die längst bekannten Resultate der erwähnten Mathematiker 
stützen könnten, indem die Gleichungen (6) uns dann unmittelbar die Integrale der hier 
in Betracht kommenden Differentialgleichungen liefern, also diese selbst aufzustellen er- 
lauben — so wollen wir dennoch hier vom Standpunkt der Theorie der linearen Differential- 
gleichungen aus die Untersuchung weiter führen, da hierdurch die Briot-Bouquet’schen 
Ergebnisse von einer andern Seite her eine interessante Bestätigung finden. 

Ist oe die Zahl der endlichen singulären Punkte der Differentialgleichung (4A), 
werden mit r,ı, r,. die Wurzeln der zum singulären Punkt a, gehörigen determinierenden 
Fundamentalgleichung, mit o,, 0, die zu z—= ® gehörigen bezeichnet, so ist bekanntlich: 


(8.) (na + 7a) te +% =o0-—1!. 
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Bei den Annahmen, welche wir über die Integrale / /ı(z2)dz, / fs(z)dz gemacht haben, dürfen 
für keinen singulären Punkt in den Entwicklungen von /1(z), fe(z) Logarithmen auftreten 
— folglich sind die Wurzeln der determinierenden Fundamentalgleichungen überall von 
einander verschieden. Wegen der Voraussetzungen, die wir über die Form der Wurzeln 
gemacht haben, nimmt Gl. (8) folgende Gestalt an: 


0) &(—2+3)+2+5 = en, oder 


I 
eh. 
KR a 
n, ist hier für <= 1, 2,.:..0 > 2, weil für , = ı, ru = 0, ra = T Wäre, also der 
als singulär vorausgesetzte Punkt in der That kein singulärer (denn das Auftreten von 
Logarithmen ist ausgeschlossen); »„. dagegen kann den Wert ı annehmen. Daraus folgt 


a >e—1ı,d.h. 


(11) = 


Die Anzahl der singulären Punkte der Gleichung (4A) ist demnach bei den jetzt gemachten 
Annahmen nicht grösser als 4. Offenbar braucht man e auch nicht kleiner als 2 anzu- 
nehmen; denn für e = ı kann (4A), wie bekannt, direct durch Wurzeln von linearen 
Funktionen von z integrirt werden, für welche die Frage der Umkehrung durch elementare 
algebraische Betrachtungen sich erledigt. 

I. Für o = 2 nimmt (ıo) die Form an: 


I I I 
(12.) H + = + 5 
Es ergiebt sich unmittelbar 2 <n, < 6, und man erhält folgendes System von Lösungen: 


N, = 3, 4, 2, 3, 2, 2, 
NH 6, 4, 6, 3, 2, 2, 
Ne 2, 2,3, 3, 4 ©. 


Folgendes sind die entsprechenden Werte von r;ı, 72, 01, 02: 


(rin 12) = Kae: a Ka — —.), (- 0), en on (- o) 
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Die Aufstellung der zugehörigen linearen Differentialgleichungen kann für o = 2 schon 
vermöge der Kenntnis der Wurzeln der determinierenden Fundamentalgleichungen erfolgen. 
A(z) 3 4; . ( 54 . 
u ch a „ei 
In am AR, — ist z.B. A zlı ni ist ferner 


B@) _ Bo’+Bız+B, 
ve? Ba — a)” 


Ba” + Bau +B, = (aı — Qs)? (: Be + =) 


N, N,” 


so ist 


BEER ap (: [ar 4 E: =) 


2 
Bo rt 25 


woraus Bo, Bi, Bz Sich leicht berechnen lassen. Die Integrale der Differentialgleichung sind 


Ze EA 2 ys 
I a) 0 = OO — a)" 


2 2-1 2 1 
Je) = C O(z—a)’ Sze- a) ı.d2. 


11 


Für & ergiebt sich 


Nach den Briot-Bougquet’schen Theoremen resultiert aus dieser Gleichung = als doppelt 
periodische Funktion von {. Das Integral lässt sich in den einzelnen Fällen, wie bekannt, 
auf elliptische reducieren. 
ILsKür’ oe — 1347 wird Gl to): 
I I I I 
(13.) ns Sr ER; = 2. 


no 


Man erhält man ı < n„, < 2, und folgendes System für n,, ns, N, Na: 


N, — 2, 2, 3, 2, 
N? — 3, 4 35 2; 
N3 = 6, 4, 3, 2, 
nl] Ina, tz: 


Die zugehörigen Werte der Wurzeln r,ı, r,2, 0, 0 Sind: 


est.) 


3* 


RE EEE TEE ES TEE) 
(ra1, 13) = ka — —.) (= -, (— = E =) (> 0) 
(0, 0) = (2, 3), (2, 3), (2, 3) (> 2). 
Die Integrale dieser 4 Differentialgleichungen haben die Form: 
3 
Aa = CHC-a) " 


ed & 3 ee 


= en Fr 
9) = OH@—a) "Je "de, 


ferner wird 


Aus diesem Integral ergiebt x sich wieder als doppelt-periodische Funktion von &, das 
Integral selbst lässt sich in den einzelnen Fällen auf das elliptische Integral ı. Gattung 
transformieren. 

UI. Für oe = 4 wird Gl. (10) 


7 I I I T 
(14) ne un ne ET 0 
Hier erhält man als einziges Lösungssystem 
Nm —=Emm—=m = 2, N. =1 
I 
rin Pr) = (Pan I) = ln I) = [=> 0), (0, 0) = (2, 3). 
Die Integrale der zugehörigen Gleichung (A) sind: 
I 1 ie 
Ale) = ——, le) = 
2a, 
4 
wo VA) = (2 — a), 
> 
ferner ist Se 
VR,(e) 


z ist also hier, ebenso wie im Falle II, 4, elliptische Funktion zweiten Grades von &. 

Zu den vorstehenden Ausführungen ist noch eine Bemerkung hinzuzufügen. Wenn 
oe > 3, so ist bekanntlich die lineare Differentialgleichung 2. Ordnung durch die Wurzeln 
der determinierenden Fundamentalgleichungen noch nicht vollständig bestimmt, sondern 
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es müssen noch anderweitige Bedingungen hinzukommen. In den Fällen II und III er- 
gaben sich uns die Integrale der Differentialgleichung, d. h. diese selbst, vollständig; die 
Bedingungen, welche abgesehen von den Wurzeln der determinierenden Fundamental- 
gleichungen, dies leisteten, bestanden einerseits darin, dass für keinen singulären Punkt 
Logarithmen auftreten durften (also auch nicht, wenn, wie in einigen der angeführten 
Fälle, die Differenz der Wurzeln — ı), andererseits in den Annahmen, die über die 
wesentlich singulären Punkte der Funktion z(&) gemacht wurden und die zur Bestimmung 
von P(£) geführt haben. 

In den im vorstehenden ermittelten Fällen gestaltet sich die Umkehrung selbst 
sehr einfach. Es ergiebt sich in der That allgemein z = gy(£), wo g(£) eine doppelt 
periodische Funktion von & bezeichnet. Aus den Gleichungen (1°) folgt 


2 ® & (m—n& Va — 0) — (m —o)?), demnach 
2 : 


2 ur (— (ta — 91 =E Vale — 9) — (u — v1)? ): 
Hieraus geht hervor, dass 2, + z,, 212, Sich durch Quotienten zweier für alle endlichen 
Werte von «,, “ convergierenden Potenzreihen darstellen lassen. 

Man erkennt, dass ähnlich wie hier aus doppelt periodischen Funktionen mit 
einer endlichen Zahl von Null- und Unendlichkeitsstellen in einem Periodenparallelogramm, 
so überhaupt aus eindeutigen analytischen Funktionen einer Variablen sich Funktionen 
zweier Variablen bilden lassen, die einen Specialfall unseres Umkehrproblems darstellen. 


= fe) 


In der That kann man, wenn z eine eindeutige analytische Funktion von & ist, © FR 


setzen, und eine zweite Funktion durch das Integral ul definieren. Setzt man dann 


Ha = A) = onen" 
ZS He)de = w =D), 
—1 24 
so geht dies Gleichungssystem durch die Substitution 
Falzx) dz, 
a — über in 
me A); Aue) 
2% 
DA a 2 =6.7,.2). 
»=le, 


Hieraus ergiebt sich wie oben 


Se 
AR 


— (m — vı # V4lug — 0) — (u — 01)? ). 
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Wird z = x(&) gesetzt, so ist 
“ Ben (u eu vı) + V4(us —_— vg) = (u Sn »)). 


Allerdings werden im allgemeinen die Funktionen /,(z), fs(z) Keinen algebraischen 
Differentialgleichungen genügen. In speciellen Fällen ist dies der Fall, wie z. B. wenn 
x(£) eine eindeutige Funktion mit linearen Transformationen des Argumentes ist. 


3 


Wir behalten in dieser Nummer die Voraussetzungen, welche wir über die Wur- 
zeln der determinierenden Fundamentalgleichungen gemacht haben (s. No. 2) bei, wir 
machen aber jetzt die weitere Annahme, dass bei unendlich vielen Umläufen von z um 
die singulären Punkte der Gl. (A) & sich auch endlichen von z unabhängigen Grenzwerten 
nähert, so dass die Funktion =(5) auch endliche wesentlich singuläre Punkte hat. In 


diesem Fall kann man es durch lineare Transformation von & immer erreichen, dass auch 
die Stelle & = ® zu den wesentlich singulären Stellen der Funktion z(&) gehört. Das 


Integral 
Svvda = - [Z— RB 
: = 


oder allgemeiner das Integral fe 226) —-dg muss daher für & = » unendlich gross wer- 


den. Hieraus folgt, dass der A ganzen Funktion R(d) < 3 ist. Ist y ein im 
endlichen gelegener wesentlich singulärer Punkt der Funktion :(£), so muss R(&) minde- 
stens für 7 von der zweiten Ordnung verschwinden; also kann die Funktien z(£) höchstens 
noch einen endlichen wesentlich singulären Punkt (ausser < = ») besitzen. Es ist so- 
mit R(£) entweder gleich (C—Y)?(& — &), wo & = & ein nicht wesentlich singulärer 
Punkt von z(£), oder gleich (5 — y)’. Die erstere Annahme ist darum auszuschliessen, weil 
dann die Funktion F&) in & = £, von der Ordnung ı © werden würde, was nach den 
Voraussetzungen, die über die Wurzeln der determinierenden Fundamentalgleichungen 
gelten, nicht möglich ist. Darum ist der Faktor 6— 4 = &—y, und Ri) = CK — Y)®. 
Offenbar kann durch eine lineare Transformation auch noch erreicht werden, dass y — o ist,*) 


*) Die an sich noch mögliche Annahme: A(f) = (&— y)? = & — wenn y=o — ist darum 

auszuschliessen, weil daraus mit Hilfe der Gleichungen 
AQ), _ [40 ,, 
U ie) In Br va, _3 
wo. ur 7 yı 
folgen würde, d. h. Z&— Z, in der Umgebung eines singulären Punktes 2 = a; entweder endlich und von 
R 

Null verschieden, oder unendlich wie («—a;) ”, was ebenfalls mit den Annahmen über die Wurzeln der 
determinierenden Fundamentalgleichungen in Widerspruch ist. 
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Die Gleichungen des Umkehrproblems haben also auf die Variablen £, & trans- 
formiert, jetzt die Form: 


2 
(Ti) WI (ey), oder: 


ur 
3 +73 = — zu — dv), 3 + Lt = 2( — vo), 
Hieraus folgt 
N 48 R U, — Vo f' Ua —— 127 
2) ti Fi, aan) 3 1 = (> —:) 
(2) & 2 4(t2 2) EEE, te ee, 


Es erübrigt nunmehr, die hierher gehörigen Differentialgleichungen nebst ihren 
Integralen zu ermitteln. Für die Wurzeln der determinierenden Fundamentalgleichungen 
bedarf es hier nicht mehr der Aufstellung einer Tabelle, weil für sie die Voraussetzungen 
der vorigen Nummer beibehalten worden sind. Auch ist von vornherein klar, dass hier 
nur die Fälle oe = 3 und oe = 4 in betracht kommen, weil nämlich für zwei singuläre 
Punkte die Gleichung (A) durch die Wurzeln der determinierenden Fundamentalgleichun- 
gen schon vollständig bestimmt ist; die Fälle No. 2, I sind also schon die sämmtlichen, 
die für o = 2 auch in dieser Nummer etwa in betracht zu ziehen wären. — Um die 
Differentialgleichungen aufzustellen, ist es zweckmässiger, vorerst die Form ihrer Inte- 
grale zu ermitteln. Dies ist hier wieder sehr leicht. Die Gleichung (3) No. ı wird jetzt 


4 (2) 


re er ve)“ de , 
BT le (7) , also 
u ode 
Se. van, >) Yardaa 
(an > uliGe de 


Werden nunmehr die Integrale /,(2), /.(2) mit yı, y. bezeichnet, so ist 


dz I 
ä a hä ] 
(5.) a ne, ält also aus (4) 
i 3) ve” 


(6.) (yıy) = 8° e 


Die rechte Seite von (6) ist Wurzel einer rationalen Funktion von z, daher auch 
1 


(7) Yıya = (R(2))* 


wo R(z) eine rationale Funktion bezeichnet. Multipliciert man die beiden Gleichungen 
A) 
va ı 

91" 


(8°.) A FR 


ds A(2) 
dz Sue” ı 
(8.) 12; — Ce’" A so erhält man mit Berücksichtigung von (7) 
2 


2 Pa an 
z Rat x x 
(9.) a R(z) ie Re) 


5 
e 1 
dlo &\ 3 2% Ö a ee 
(10.) — — Ye . Re)”, a R ee R(z) 2x d 
hieraus wieder mit Berücksichtigung von (7) 
> 5; ı 2 
Bet el 2) 2% 5 Br 
(1 I.) yı Fe Re)’e el MN ’ yr — Rz) BAR. Ik dz 
. 1 
a 6 2% 6 SF 
25 2 j Em? *ae — —/R(e)?* dz 
+ (12.) yı = R(z)”e J  $-= Re” er 


Zur Aufstellung der zugehörigen Differentialgleichungen ist nun offenbar nur noch die 

Bestimmung der Constanten CO, erforderlich. Die Wurzeln der determinierenden Funda- 

mentalgleichungen, die hier in Frage kommen, sind in ihren überhaupt möglichen Com- 

binationen unter II und III der vorigen Nummer aufgestellt worden. Aus ihnen ergiebt 
A(2) Sala 


sich unmittelbar der Coefficient v() = ie mit Hilfe der Relationen A; = 
2 il. 2 72:08 


T—trı —Trj. Dadurch ist vermöge der Gleichung 


ii 2 A(z) 


— 3 nd 
R(z)” — Co e Pi ve) 


1 
die algebraische Funktion (R(z))= bestimmt; und demgemäss sind die Integrale 1, %, 
d.h. die Gleichung (A) uns bekannt bis auf die Constante C,. Aus den Voraussetzungen 
über die Form der Wurzeln der determinierenden Fundamentalgleichungen folgt, dass z 
sich hier wieder auf eine eindeutige Funktion von & reducieren muss. Es ergiebt sich 


nun aus (12) 
1 


D G: R 2 224; 
(1 3.) (€ De e E .) ( ) 


R&”* = Ce ° ”® ist in allen Fällen, die hier in betracht kommen, nach den Ent- 
1 
wicklungen der vorigen Nummer von der Beschaffenheit, dass /R(2)”*dz ein Abel’sches 


Integral ı. Gattung, gehörig zu einem algebraischen Gebilde vom Range p = ı ist, so 


1 
dass die Gleichung u —= / R(z)”*dz z als eindeutige doppelt periodische Funktion von « 
liefert. Aus (13) resultiert daher 


(14) = »(.,108:) 


25 0 1 


wenn eine doppelt periodische Funktion seines Arguments darstellt. Bei einem Um- 
lauf vn&um& = o geht 9(- log£) über in 9(— log c + —); da als eindeutige 
[3 C5 Co 


Funktion von Z bei jedem Umlauf von Z ungeändert bleibt, so muss 


I zei I 
+(- logC + =) er o(2.108 ) 


sein; d. h. ER ist gleich einer (offenbar primitiven) Periode 2» der Funktion y(u), da- 


. 


her a = m. Folglich ist 


m fe mo)" TEE u 
(15.) A@) = Re) » Al) = Re)” e 


Die beiden Funktionen /ı(z), /2(2) sind Integrale der Differentialgleichung 


(16). tr lRo+ 2 Re)e) r, 


wo Rı(z) eine rationale Funktion von z bezeichnet. Der Voraussetzung nach sollten 
Fı(2), f(2) Integrale einer Differentialgleichung von der Form (A) sein; von den in No. 2 
aufgestellten Fällen kommen sonach nur diejenigen jetzt in betracht, für welche die 
Funktion ER —— od: 

R(z)* & 1 


rational in z wird. Dieser Bedingung genügen aber nur von den in No. 2 ermittelten 
Systemen der Zahlen n, zwei Systeme, nämlich die Combination 


ea NEN et für 0’ = 4). 


Somit ergeben die beiden zugehörigen Paare von Integralen sich in der Form: 


Be e/ m VR,e) BERLNEOH in vers 
1.) Jı@) = Ro ‚ Re) = Tre) e- 
zus. Ki zei dz 
2.) A) = Tr ON ne — Te Vie) 


wenn Rz(z) = (eg — a), Rı(lz) = 1 (z— a;) sind und ® Elementarperioden der ellip- 
1=1T il 
tischen Integrale 


bezeichnen. 


VR@) JYR() 
Die endgiltige Bestimmung der Funktionen /ı(z), /(2) in den hier betrachteten 
Fällen hätte unabhängig von der Aufstellung der Differentialgleichung (16) allein durch 


4 
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Betrachtung der Ausdrücke (15) bewerkstelligt werden können. In diesen muss nämlich 


1 
die Funktion R(z)?* so beschaffen sein, dass bei beliebigen Wegen der Variablen z in 
der z-Ebene jedes der Integrale /ı(2), (2) in Ic (2) (= 1,2) übergeht, wo c„ con- 
x=i 


stante Coefficienten, weil die Coefficienten der Differentialgleichung (A) als rationale 


Funktionen von z vorausgesetzt wurden. Dies ist aber offenbar nur dann möglich, wenn 
1 


die Funktion R(z)’* die Quadratwurzel einer rationalen Funktion von z ist, eine Bemer- 
kung, durch welche ebenfalls die Zahlen »; sich leicht bestimmen lassen. 

Die endgiltige Lösung des Umkehrproblems erfolgt hier wieder in der Weise, 
dass 21 + 2», 2ı22 vermittelst von Reihenentwicklungen, die sich aus der Theorie der 
elliptischen Funktionen ergeben, als eindeutige Funktionen von & + &, &ı& dargestellt 
werden, während die letztgenannten Grössen vermöge der Relationen (2) sich durch uı, 
“ ausdrücken. 


A. ä 


In den beiden vorangehenden Nummern wurden die Fälle behandelt, in denen 2 
als Funktion von { wesentlich singuläre Punkte hatte. Wenn es Fälle giebt, in denen 
dies nicht stattfindet, so ist a priori klar, dass zwischen = und [ ein algebraischer Zu- 
sammenhang stattfinden muss, so dass dann die Differentialgleichung (4) algebraisch in- 
tegrierbar sein wird. Was nun die Wurzeln der determinierenden Fundamentalgleichun- 
gen anlangt, so ergiebt sich leicht, dass wir ausser den bis jetzt betrachteten Formen 
auch die Formen (11°) und (20) in betracht zu ziehen haben. 

Würde man sich nämlich auf die Formen (11) und (19) beschränken, so würde, wie 
aus den Entwicklungen von No. ı folgt, die Funktion F(£), da die Funktion z(£) jetzt der 
Annahme nach ohne wesentlich singuläre Punkte ist, in der Umgebung eines jeden end- 
lichen Wertes {© = &, endlich und von Null verschieden sein, im Unendlichen dagegen 
verschwinden; sie müsste also identisch Null sein, was ausgeschlossen ist. Wir machen 
demgemäss nunmehr die Annahme, dass die Wurzeln der zu den einzelnen singulären 
Punkten von (A) gehörigen determinierenden Fundamentalgleichungen promiscue die 


I IN I { 
Formen — ı + Be und —ı + gl + . haben; entsprechend wollen wir 
i ’ i Di 


dem Punkt z= » die Formen ı + ı+ = und ı + I- 2 zuordnen. — 


Jetzt wissen wir von der Funktion #(Z), dass sie an gewissen Stellen &; von der ersten 


5 6 
Ordnung unendlich wird, dass sie für © = » verschwindet wie (3 oder (:) und 


dass sie an keiner endlichen Stelle verschwindet; hieraus folgt, dass eine ganze ra- 


BANN» 
FÜ) 
tionale Funktion vom fünften oder sechsten Grade ist. — Da in den hierher gehörigen 
Fällen die Differentialgleichung (A) algebraisch integrierbar sein muss, und hierzu nach 


den Arbeiten von Herrn Fuchs!) erforderlich ist, dass gewisse, aus einem Fundamental- 
system von Integralen y,y, gebildete binäre Formen von ganz bestimmten Graden Wurzeln 
rationaler Funktionen von z sind — abgesehen von dem Fall, dass die Differential- 
gleichung vollständig durch Wurzeln rationaler Funktionen integriert wird — so muss 
die Existenz solcher Formen nachgewiesen werden. Dies kann sehr leicht geschehen. 


Setzen wir 70a — Ri), so ist 


a) A = 


_—__, Hiermit verbinden wir die Gleichung 
VR.&) 
Ale), 


2) He = es 


Durch Multiplication von (1) und (2) kommt 
42), 


(3) Ad) YRld) = ve 
Wir wollen (2), f.(z) jetzt mit yı, y. bezeichnen. Da [| = Hr und 2,() vom fünften 


1 
oder sechsten Grade in £, so ist die linke Seite von (3) homogen in yı, 5 vom 3. Grade, 
und wir erhalten aus (3) eine Relation von der Form 


42), 


a) Rn u) = 0 wet = (Ro, 


wo N, (yıy.) eine Binarform 6. Grades, R(z) eine rationale Funktion von = darstellt. 
Aus den Eigenschaften der Funktion F(£), wie sie in No. ı entwickelt wurden, geht 
hervor, dass die ganze Funktion R,({) keine Doppelfaktoren hat, folglich kann die Form 
Rulyıy,) sich nicht etwa auf die Potenz einer Form zweiten Grades reducieren. Es folgt 
sonach nach dem Satz des Herrn Fuchs (Borchardt’s Journal, Bd. 8ı, p. ı27 II), dass 
unsere Differentialgleichung infolge der jetzt gemachten Voraussetzungen in der That 
algebraisch integrierbar ist. 

Wir wissen aus den allgemeinen Untersuchungen von Herrn Fuchs, dass x im 
allgemeinen eine zweiwertige Funktion von Z sein muss. Wir werden jetzt den Nach- 
weis liefern, dass auch hier, wie in No. 2 und No. 3, z eindeutige Funktion von Z ist, 
wenn eine besondere, weiter unten (pag. 29) zu erwähnende Annahme gemacht wird. 
Man erhält aus (2) und (1) durch Elimination von /1(z) 

PR 


(5.) Gl = (-R(d) ve“ ‚ oder: 


"Ae) ,, 


2 
3 27 — 
6) = VO. *  — (R,(2))'dz, 


!) Borchardt’s Journal, Bd. 8ı und 85. 
4* 
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wo R;(z) eine rationale Funktion von z bezeichnet. Angenommen nun, es gehören zu 
einem Wert von Ü immer zwei Werte von 2, zı und zo, so ergiebt sich zunächst aus (6) 
1 1 
(7 (Rı(z1))’ da = (Rı(2)) das, oder wenn 
A(2) 
ul) 


— 4J(z) gesetzt wird, 
3 3 
(8) VYAla)daa — YAa)da = 0 


Diese Gleichung ist ein specieller Fall der in Borchardt’s Journal, Bd. 100, p. 192 von 
Herrn Fuchs auf anderm Wege entwickelten Relation (EZ). Schreiben wir die Diffe- 
rentialgleichung (A) für den Augenblick 


A 


2 + G(z) . H(z) y = o, und Setzen wir 


Be a 


ai 9H(z) RN 2G(2)' ’ 

so besteht, wie Herr Fuchs in derselben ee ausserdem gezeigt hat, die Relation 
(9.) YP(a) da — VP(a)de = © 

Combiniert man die Gleichungen (8) und (9) mit einander, so ergiebt sich 


VPG) _ VER) 
Va) VA) 


P(z) ist eine rationale Funktion, /(z) die Wurzel einer rationalen Funktion von z; die 
3 


(10.) 


Gleichung (ro) ist also, falls nicht identisch VP(z) — Const. V4(z) ist, eine algebraische 
Gleichung zwischen z,;, und z, und kann auf die Form gebracht werden 


(11.) M(zı) N(2) — M(z,) N(z) = ©. 


wo M(z), N(z) ganze rationale Funktionen bedeuten. Dass aber nicht identisch 
3 


VP(z) = Const. Y1(z) sein kann, lässt sich folgendermassen erweisen. Wegen der Vor- 
aussetzungen, welche wir über die Differentialgleichung (A) gemacht haben, wird P(z) 


I I L 3 
An oder EA, während ((2)) 


wie Be ER Tee. (2 — a +) unendlich wird. Im Unendlichen ver- 


in den singulären Punkten von (A) unendlich wie - 


2 2 LE 143 = 
schwindet P(z) wie = oder (>) ‚ während (4(2))’ wie (=) i .) resp. (24 2 


Null wird. Auch die Möglichkeit, dass P(z) identisch Null, ist ausgeschlossen, wie sich 
aus den Voraussetzungen, die wir in dieser No. über die Wurzeln der determinierenden 
Fundamentalgleichungen gemacht haben, leicht ergiebt. Somit besteht zwischen zı, 23 
die Gl. (ır). Eine Lösung derselben ist zı = 25; die nach Division mit 2, — 2, übrig 
bleibende Gleichung muss die Lösung a2 +y(z-+2)+ 0‘ = o, oder 
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aaa) 
02 + 7 
algebraisch und eindeutig-involutorisch ist. Ist nun z zweiwertige algebraische Funktion 
von £, so giebt es mindestens 2 Stellen, a, b in der z-Ebene, an denen z— a resp. z2—b 
nach pos. ganzen Potenzen von (€ — L,)® resp. (C— 5)? fortschreiten. Offenbar sind 
solche Stellen singuläre Punkte der Diff.-Gleichung (A); weil sie vermöge Gl. (12) sich 
selbst entsprechen müssen, so kann (A) nicht mehr als zwei derartige singuläre Punkte 
haben, die wir nach z= » und z = o verlegen können, wodurch (12) die Form 
(13). +2 =o oder 23 = — z annimmt. Gl. (8) kann nunmehr 
auf die Form gebracht werden: | 
(14). Aa) = — Aa), oder Ilzı — a,)* = eIl(z, + a,)*, wo das Pro- 
dukt über die singulären Punkte von (A) mit Ausschluss von z — o zu erstrecken ist, 
e eine Einheitswurzel und die /, rationale Zahlen bezeichnen. Nach (14.) müssten also 
die singulären Punkte von (A) sich in Gruppen von je zwei (ad, —a,) mit identischen 
Wurzeln der det. Fundamentalgleichungen anordnen lassen. Dann ist z? eindeutige Funktion 
von £, z kann zweiwertig sein.*) Wir wollen aber im folgenden annehmen, dass unter 


(12). = haben, weil die Beziehung zwischen z, und 


den singulären Punkten keine derartige Beziehung besteht; d. h. sie sollen ganz allge- 
mein und unabhängig von einander sein. Dann ist (13.) unmöglich, also 2, = z,, d. h. 
Die unabhängige Variable z ist eindeutige Funktion des Integralquotienten [, 
und zwar rationale Funktion, weil die Differentialgleichung (A) algebraisch integrierbar ist. 
Ebenso ergiebt sich unmittelbar: Die Quadrate der Integrale f,(2)?, /.)2? sind 
rationale Funktionen von [. 
Ferner erkennt man: Die Nenner der Wurzeln der determinierenden Fundamen- 


talgleichungen sind, falls diese die Form — ı + —, —ı+ = resp. ı + Ai ı+ 3 


haben, gerade Zahlen. Sonst könnte nämlich z nicht eindeutige Funktion von £ sein. 
Wir können daher diese Wurzeln fortan in der Form — ı + Er —ı+ en resp. ı + n 
ı+ > zu Grunde legen. 


Es lässt sich jetzt auch die Maximalzahl von singulären Punkten bestimmen, 
welche die hier in Betracht kommenden Differentialgleichungen haben dürfen. Wir gehen 
dabei wieder von der Realation aus 


0 
(15. en Ha) r& = e—ı. 


Es werde nun zuerst vorausgesetzt, dass sämmtliche Zahlen die Form haben 
3 


=; entsprechend mögen zu z = » die Wurzeln 
2v; 


I 
= —-I+—, rh=—I]} 
il ! 2v, LU an 


oe = ı+ — e=1ı1+ = gehören. Die Gleichung (15) wird dann 


*) Dass wirklich derartige Fälle existiren, davon habe ich mich inzwischen überzeugt. Die ge- 
nauere Untersuchung derselben behalte ich mir für eine spätere Gelegenheit vor. 


30° 


— 20 +23 — 2 +— = 0 -- ı, oder 


i=1Pi 
2 MT 
Teen 2 A 3(e — 1). 


Die kleinsten Werte, welche die Zahlen »; und v» annehmen können, sind ı, da- 

her 3 oe - N <2e-+ 2 oder 
(17.) @S5. 

Die Zahl der singulären Punkte der Differentialgleichung (A) beträgt in dem be- 
trachteten Falle nicht mehr als 5. 

Wir machen nunmehr die allgemeinere Voraussetzung, dass die zu den einzelnen 
singulären Punkten von (A) gehörigen determinierenden Fundamentalgleichungen teils 
I 


a 2 
Wurzeln von der Form — ı + ae + —, teils solche von der Form — ı + — >. 
N; 2 i 


i 


Wir wollen mit A die Zahl derjenigen singulären Punkte bezeichnen, 


deren rn zur ersten Kategorie gehören, und setzen zuvörderst fest, dass für z2— » 


0, 0, die Form ı + — ı + z haben. Dann wird (15) 


—aet32 4a ln ra Der 


i=1Pi 
Be en 
a + = ale 1) 
i=1M =, er 
Der kleinste Wert, Ba eine der Zahlen »,;, haben kann, ist 2 (cf. No. 2), da- 
gegen können die Zahlen »; und » Hr den Wert ı haben. Daher ist 


3(0 — 1) N 2(e —4A) + 3, oder 


(19). + 


Wird hierzu die selbstverständliche Bedingung A> o genommen, so findet man 
(20.),0.08 0, 


Die Zahl der singulären Punkte ist also unter den eben gemachten Annahmen 
nicht grösser als sechs. Unter specielleren Voraussetzungen hatte schon Herr Fuchs in 
seiner Abhandlung (Borchardt’s Journal, Bd. 89) dies Theorem abgeleitet. 


Nimmt man zu (19) die Bedingung og > A hinzu, so ergiebt sich z =.6, dıch, 


»<4; Wurzeln von der Form — ı + er —ı+ z dürfen also bei nicht mehr als 4 


singulären Punkten auftreten. .Ist A = 4, so findet man gleichzeitig og — 4; in diesem 
Fall wird man wieder auf die schon in No. 2 und 3 behandelten Fälle zurückgeführt. 
Wenn man A = o nimmt, so erhält man o <6. Dass die Zahl 6 der singulären Punkte 


3l 


wirklich erreicht wird, zeigt das Beispiel der hyperelliptischen Quadratwurzeln, welche 
offenbar den einfachsten Fall der hier behandelten Funktionen darstellen. 


Wir ziehen noch die Fälle in betracht, bei denen g,, 0 die Form ı + Er 
1 + „ haben, während in Beziehung auf die Zahlen r,,, 7; unsere Annahmen die vorigen 


sind. "Die Relation (15) nimmt die Gestalt an 


ats Het +2 =e-—.ı, oder 


—1 v; 


(21.) 33 Fe 25 42 - 3(e — 1). 


i=ı Pi 


Durch Anwendung der mehrfach benutzten Schlussweise folgt hieraus 
A 
(22.) e+ Zus 
Dazu wieder die selbstverständliche Bedingung 4 > o nehmend, findet man 


(23) @e<S5. 
Die Annahme A = o liefert insbesondere als Maximalwert für o die Zahl 5. Dass diese 
wirklich erreicht wird, zeigt wieder das Beispiel der hyperelliptischen Quadratwurzel 


VR;,(z). Verlangt man dagegen A = o, sollen also für alle endlichen singulären Punkte 
die Zahlen r;,, ri die Gestalt — ı + — —ı+ — haben, also für z= » die Wurzeln 
zu der zweiten Kategorie gehören, so findet man o < 3. In diesem Fall kann also die 
Zahl der endlichen singulären Punkte nicht grösser als 3 sein. 

Die Aufgabe der folgenden Nummern ist es, die Gesammtheit der in dieser 
Nummer charakterisierten Differentialgleichungen aufzustellen und zu integrieren. Wenn 
wir auch a priori wissen, dass die Gleichungen algebraisch integrierbar sind und dass 
somit das Umkehrproblem hier durch die Abel’schen Funktionen zweier Variablen er- 
ledigt ist, so werden sich dadurch doch einige Gleichungen ziemlich hoher Grade vom 
Range 2 ergeben, deren Kenntnis für die Theorie der algebraischen Funktionen und 
ihrer Integrale vielleicht nicht ohne Interesse ist. 


DD. 


Die Anzahl der singulären Punkte der Differentialgleichung sei o = 2. In 
diesem Falle ist die Differentialgleichung durch die Wurzeln der zugehörigen determi- 
nierenden Fundamentalgleichungen vollständig bestimmt. Haben sich daher Systeme von 
Wurzeln gefunden, welche den für diese geltenden Bedingungen Genüge leisten, so wird 
gemäss den vorangegangenen Entwickelungen noch besonders zu untersuchen sein, ob 
die zugehörigen Differentialgleichungen algebraisch integrierbar sind. 

Nach der Beschaffenheit der zu den einzelnen singulären Punkten gehörenden 


U 
Wurzeln haben wir hier fünf Möglichkeiten zu unterscheiden, welche folgendermassen 
charakterisiert sind: 
a) Die Wurzeln der beiden im Endlichen liegenden singulären Punkte a,, a, 


[} I 2 . .. . . 
seien von der Form — ı + we .- u die zu z.= » gehörigen haben die Form 
2 i 
I 3 
I+,ı1ı+-. 
2 av’ 5 2v 
3 I 
b) Zu a, gehören Wurzeln der Form — ı + we - ; zu a, Solche von 
1 1 
der Form ya ale zu - ano 
% Fe ar} ui:  Zü 2 =.2:00 True Se 
Ne" Ne Re 2v’ 2v 
se I 
c) Zu a, und a, gehören Wurzeln von der Form —ı + erg Kuga, 2 is ZUuz—=® 
i 2v; - 
I 3 
solche von der Form ı + —, ı + —. 
2v 2v 
R I 2 
d) Zu a, und a, gehören Wurzeln von der Form resp. — ı + ns + 7 und 
1 1 
I 3 I 2 
— ı+- —, — I; zz = 01+-,14+-—. 
ge a 
5 I 
e) Zu a, und a, gehören Wurzeln von der Form — ı + ei — I ZU2 = w 
i i 
2 
a N teren 


a) Hier nimmt die Gleichung (15) der vorigen Nummer die Gestalt an 
I I ZARCHN N 
(1.) u = 1. 


Um die ganzzahligen Lösungen von (1) aufzufinden, suchen wir zuerst eine obere 
Grenze für » auf. Offenbar darf 7 + = nicht > 2 sein, daher > 
1 2 


Br . I I I 3: s Ei P . 
v<4. Fürv= ı ist — + — = —; hieraus ist zunächst n; < ı2 ersichtlich; man 


un Ng 3 3= 

erhält die beiden Lösungen sn =4,% = n2;n =6 mn =6. Für v— ı ergeben 
sich also die beiden Fälle 

I) (M, N, v) = (4, 12, 3); 2) (nı 2, v) u (6, 6, 1). 
Für v» = 2 bekommt man — 4 — Ze en hieraus folgt zunächst n, < 6; man erhält 

1 2 

die beiden Lösungen n = 2,» =6;m =3,n,= 3. Für» = 2 hat man also 
die beiden Fälle 

3) m, v) = (2, 6,2) 4) mr) = (3 3, 2). 
I 


Wie leicht ersichtlich, ist Gl. (1) für v» = 3 nicht lösbar; für » = 4 kommt - Sl re 
1 


Ng 
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einzige Lösung ist nn = 2, nz = 3. Wir haben also schliesslich noch den Fall 


5) (m, N, v) = (2, 3, 4). 
Zu den fünf Fällen, die sich ergeben haben, gehören die folgenden Systeme von Wurzeln 
der determinierenden Fundamentalgleichungen: 


rıı Ya NY To. 0ı 0a rj1 "12 NY Ta 0ı 0a 

> I 7 PIE E75 Tr Br. 2 a5 
4 2 12 6 22 6 a 6 3 DE 
I 5 2 7 2 I 2 I CHR, 

Se ° a aaa u — er 

) 2 6 3 4 4 3 3 3 3 44 
I 2 I 9 ıı 

a (6) ut u ee 
5) 2 3 3 RE! 


Es soll nun untersucht werden, ob die in ı)— 5) gegebenen Differentialgleichungen al- 
gebraisch integrierbar sind. 
ı) Die zugehörige ee SE ist 


2, (Dem eitt,- 
dei % 2 Ta + DE) ee 
wenn wir, wie wir bei o = 2 der Einfachheit wegen immer thun wollen, die singulären 
Punkte nach o und ı verlegen. Da die Differenz der zu z = » gehörigen Wurzeln 
gleich ı ist, so wäre es möglich, dass in den für z = » giltigen Entwicklungen Lo- 
garithmen auftreten. Wir setzen z —= er dadurch wird die Differentialgleichung 
d’y  dy 3 7 ) "rn rd La | 
nl ee en 7° 
In der Umgebung von t = o genügt ihr erstens eine Entwicklung y, = 1: X(l); ein 


zweites Integral findet man bekanntlich durch die Gleichung 


-/\- (245,0 "r k I = 
Fr uf: di = ET +ct+ co? +...) ar logt + Bd), 


2) 


also y, = ER) + et Rt) logt. 


Der Wert des Faktors c, hängt von den Constanten der Differentialgleichung ab; wenn 
er den Wert o annimmt, so treten keine Logarithmen auf. Rechnet man ihn für das 
vorliegende Beispiel aus, so findet man einen von Null verschiedenen Wert; die Ditfe- 
rentialgleichung ı) ist also in keinem Fall algebraisch integrierbar. 

2) Ist y das allgemeine Integral dieser Differentialgleichung, so setzen wir 
u= zö(2 — ı)’y; dann genügt u einer linearen homogenen Differentialgleichung 2. Ord- 
nung mit denselben singulären Punkten; die Wurzeln ihrer determinierenden Fundamental- 
gleichungen sind (rı, 71) = (9, 4; (m ro) = (3 —D; (en @&) = (9 1). Die 
Differentialgleichung für « lautet also 

[9] 
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d’u a ö 

de?! gg —ı)d& 
Sie hat also das Particularintegral « = const. Setzt man andererseits v — z3(z2 — ı)ö-Y, 
so hat die für v sich ergebende Differentialgleichung die Wurzeln (rı1, rı) = (0, — %); 
(ra, Yo2) == (0, %) (01, 05) = (0, 1); sie lautet 


d?v 22 —t dv 
dz? % (2 —ı) de ei 
und hat somit ebenfalls ein Particularintegral » = const. Darnach hat die ursprüngliche 
Differentialgleichung die beiden Integrale y, = z-3(2— ı1)3, y = 2—-3(2— 1); 
6 
die Gleichung hat Wurzeln rationaler Funktionen zu Integralen. Man erhält z = = : 
dL Lad 
Yılea)daae = ———, folz)d2 = ——. 
m 
3) Wir substituieren hier für das allgemeine Integral 
y= 2-4(@— ı) eu, 
«w genügt dann der hypergeometrischen Differentialgleichung 
n d’u 4 I ) du ee 
z(z— ı) + 32 FR io, 
Bildet man die zugehörige „redueierte“ Differentialgleichung 
d’v 
at Fo = 0, 
so findet man, dass die Nenner der zu z= ı und z=» gehörigen Wurzeln der deter- 
minierenden Fundamentalgleichungen = ı2 sind. Nach dem Satz von Herrn Fuchs 


(Borchardt’s Journal, Bd. 81, p. 135, Bd. 85, p. 23) muss deshalb die Differentialgleichung, 
wenn sie algebraisch integrierbar ist, Primformen 2. Grades haben. Die Werte der drei 
Parameter der Gauss’schen Differentialgleichung sind für unsern Fall a = — — 
— > N — In der Umgebung des Punktes z — o ist daher 
I I 3 II 
u r(— 7759 Du a ’); Ups — Ar(+ > FE - 2), 

wo F(a, ß, y, 2) wie gewöhnlich die Gauss’sche Reihe bedeutet, ein Fundamentalsystem 
von Integralen. Nun ist, wie man z.B. bei Gauss (Werke III, p. 127, Formel XIX 
und XXII) findet 


5 I I I I 9 
cosnt — (Cost) r( „m ll: RER tg ), 


sinn? —= n sint(cos 9 r(— FL + S — —n +1, > —tg21), 
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Wird hierin »n = 4 genommen, so kommt 


t —— Lam. 1 
cos — = V (a RE EN OR 
S 7 cost F Ale ae tg ), 
sin I u sin t (cos) F(3, 238 — tg*:) 
6 6 12 127 2? I 
Die beiden Integrale “91, %o. lassen sich daher, wenn z = — tg’t gesetzt wird, folgender- 
maassen darstellen: 
cos - =. 
YUyg = 3775 Ye = 3 (bis auf einen constanten Zahlenfaktor), 
Veost Veost 


Uyy, Up, Sind also algebraische Funktionen von z. Die Primform 2. Grades von %y, %ys, 
welche gleich der Wurzel einer rationalen Funktion ist, lässt sich unmittelbar angeben: 


D) D} I 1 
Yu Tue = 3 = (1 — 2)s. 
Veost 
Wir setzen jetzt _” te < —= [ und erhalten 
01 
A De er er2tlg — 100" +3%%) 
Gost — 7. (re sınt — (1 ae C?)3 zer, 
und wenn wir auf die ursprüngliche Differentialgleichung zurückgehen 
t 
cos —dt dc 
Aa)d = an en 
est VYı—)(ı— 14° +) 
sin ;dt Cat 


(2)de = ——— = mt 
FR) (os Ya Dıa—140+0) 


Um für die Differentialgleichungen 4) und 5) zu entscheiden, ob sie algebraisch inte- 
grierbar sind, und in diesem Falle sie zu integrieren, machen wir von Sätzen Gebrauch, 
die Herr Fuchs in seinen erwähnten Abhandlungen über algebraisch integrierbare lineare 
Differentialgleichungen 2. Ordnung (s. bes. Bd. 85) entwickelt hat. Für die Gleichung 4) 
gehen wir von folgendem Satz aus. Sind «,, «, zwei linear unabhängige Integrale der 
Differentialgleichung 


(B) = — P(z)u, und bezeichnet man die Form vierten Grades 


Jı = U! + U” 
als Funktion von z mit y(z), dagegen ihre von ihrem numerischen Faktor befreite 
Hesse’sche Covariante A(fı) = 8u’u — u* mit X%ı(z), so genügen x(z) und xı(z) dem 
System von Differentialgleichungen 


dlogx\? d?’log x ] Ei nz; alogyı | ar! 
c|( 4 ren Ol) +4 — Pr 


5° 
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wo C©, C’ Constanten bedeuten. Wenn man nun nachweisen kann, dass dieses System 
von Differentialgleichungen Lösungen hat, welche Wurzeln rationaler Funktionen sind, 
so folgt daraus, wie man leicht zeigen kann, dass für gewisse Particularintegrale «ı, ws 
der Differentialgleichung die Formen /, und A(/,) gleich diesen Wurzeln rationaler 
Funktionen sind. Um nun die Differentialgleichung (4) auf die Form (B) zu bringen, 
setzen wir « = z(z2— ı)y; dann genügt « der Differentialgleichung 


a 
2) dz? 2(z — 1)? s 
2 3 
ET. tee. 
Setzt man in das obige Differentialgleichungssystem P = — ein, und 


2’(z2 — 1)? 
nimmt man 
x) = Ouzt(le — 1), Xılz) = Ozilz — ı)8 


wo G,, Cı Constanten, so zeigt die Ausrechnung, dass dadurch das System befriedigt 
wird. Es giebt somit zwei linearunabhängige Integrale u, « von (B’), für welche 


um + uw’ = Oz (2 — 1), Su’w — mt = Ozi (z — ı)$ 
ist. Ferner ist (cf. Fuchs, a. a. O., p. 19) 
9% = 8m: — 20mm? — w: — V- Hf? + 64,f4° 
ebenfalls Wurzel aus einer rationalen Funktion; da 
— H(f? + 64/8 = ze — 1)! (640° (e — 1) — a1?) 


ist, so lässt sich durch passende Wahl von c, und c, erreichen, dass der Ausdruck in der 
Klammer sich auf das von z unabhängige Glied reduciert. Folglich ist 


95 (u1,u) = € -2?(z — 1)”, demnach 9 (yı ») = cz” *(z — ı)*. 


Nun ist für unsere Differentialgleichung 


Al). 142 2 


la) nz 2—ı 


Be 
se’) —=.0.2-2(g— 1)-2, daher 


ac Een: „dd „dt en 
De a) ge Yıl a ey Baer u e: yıYps (N, 22). 
Wird hier auf beiden Seiten durch yı° dividiert und ae = [ eingeführt, so ergiebt sich 
1 
von einem constanten Faktor abgesehen 
ER Kar 
VR;(d) VR;(&ö) 
wenn Rs(£) = 9(1,{) ist. — Die Gleichung, welcher die Integrale der Differential- 
gleichung genügen, ist vom 24. Grade; da wir die Funktionen x, %ı, 9 Kennen, so kann 
sie nach dem Verfahren von Herrn Fuchs (a. a. O. p. 21) ohne Mühe aufgestellt 
werden; der Rang der Gleichung ist nach der Formel 


yıdaz, yıdz 
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Dar . . 
> —n+ı=83+83+9—23 = 2, wie es sein muss. 


= 
5) Bei dieser Differentialgleichung gehen wir von der Primform 
Js = uw’ + wu? 
aus. Bezeichnen wir /, als Funktion von z mit x(z) und ihre von ihrem numerischen 
Faktor befreite Hesse’sche Covariante 
Hip — Iu'w! + w° 
mit xı(z), so haben wir diesmal für x und x, das System von Differentialgleichungen 


er) d?log x | Mg I): a2 log yı ] Eh 


Die Differentialgleichung ist dabei wieder in der Form (B) vorausgesetzt. In diese Form 
wird unsere Differentialgleichung durch die Substitution y = z-4(z — ı)!u gebracht; 
man erhält dadurch 


„du 08 5er 1352" 
1 de a; 24°’2°? (2 — ı)? = 


108 — II52 + 1352° 
24°2°(2 — 1)? 
. man, dass das System durch die beiden Wurzeln rationaler Funktionen 


Wird nun in den obigen Gleichungen P(z) = genommen, so findet 


year, c2lz2—- 1) 
befriedigt wird. Daher ist für gewisse Particularintegrale von (BD), us 
wu’+ wu? = azilz — I), m°— I4utwt + — cız’(z — I)”. 
Für die ursprüngliche Differentialgleichung hat man 
A(2) 
ie 12 


ur) a 02 %z —1)7?, yıya? + yyı? = ce’ (e — 1) %, 


I 
Vyıya? + yeyı? 
Durch Multiplikation beider Gleichungen erhält man 


— AR — 1), yıdd = yı er = — yıda-ca %2 — 1)°. 


yı'as 2 yıdz. Wir haben somit hier 
Vyıye? + Yayı? - Ya+% =) 
RAN 
Jılz)dz { Eiger: ı oo) Fılz)dz — Ya: Ze se 


Im vorliegenden Fall genügen die Integrale einer Gleichung 48ten Grades (vgl. Fuchs, 
a. a. O. p. 13—15); der Rang derselben ist p = ı2 + 16 +21 — 47 = 2, wie oben. 

In beiden Fällen kann z sehr leicht als rationale Funktion von £ dargestellt 
werden, mit Hilfe der auftretenden binären Formen. 


38 
b) Die Gleichung (15) No. 4 lautet hier 
I I 
(2 ro +) ee — 1. 
Als obere Grenze für n, ergiebt sich hieraus 9. Nach einer früheren Bemerkung 


ist der kleinste Wert, welchen nz haben kann, 2. Geht man die ganzzahligen Lösun- 
gen, die sich auf diese Weise ergeben, durch, so findet man: 


Om 28 Es kommt =, also) en, mA. Se el 
fm = 3. rn. By PE— 2,y en, 

Ya, = 4: ah Alert, mi Bi) 5) urn 
O0), mi — 6, 44 = 2 DE al Pr 5 
E) Na = 06. ten a er EEE 
EEE Y a ER RER AERO IE et 


Die zugehörigen Wurzeln der determinierenden Fundamentalgleichungen sind in der fol- 
genden Tabelle zusammengestellt: 


N Yıa er "22 04, .,03 71 Yıa en er 01.0 
3 TI gi ET, 9 7 A 1 REES Ehea 
2 4 4 2 < 87,8 2 1o 10 5 5 22 
7 5 I 7 1 I 5 2 9 ıı 
a ne I EL: Se en aus 
s 8 8 2 & Pr ) 2 2 6 3 8 8 
3 I 2 I SET, 7 5 5 2 Send 
3) 4 4 3 3 4 4 2 8 8 6 3 2 2 
I I 3 I Emo I I 8 7 la &\ 
9 Beer 2 4 2 ı6 ı6 2) 2 ER 9 9 6: 2 
8 
N PERS BER HhGE 3 a RN ER 7. 35 
16 16 4 2 2 2 6 2 9 9 2.02 
I I 4 3 II 13 
en. 2 2 5 5 ıo 10 


Der Reihe nach werden wir wieder untersuchen, in wie weit die zugehörigen Differen- 
tialgleichungen allen übrigen Bedingungen unseres Problems Genüge leisten. Von den 
drei ersten zeigt es sich wieder, dass sie sich mit Hilfe der geteilten goniometrischen 
Funktionen integrieren lassen. 

ı) Setzt man y = 2 iz — 1) 24, so genügt u einer hypergeometrischen Diffe- 
rentialgleichung, deren Parameter die Werte «= —4,ß =1,y = 4 haben. In der 
Umgebung des Nullpunktes wird die Differentialgleichung durch die beiden Integrale 


1 ca 
U — Keine 2); Un — z3F(3, 3 2) 
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befriedigt. Wir machen hier von folgenden Formeln Gebrauch, die sich z. B. bei Gauss 
(Werke III, p. 127) angeführt finden: 


cosnt = F(—An, #n, 3, sin’t), sinn: = nsint —4n +4, In +4, 3, sin?!). 
Für n = 4 gehen diese Formeln über in 


t : X; > i y 
er = FK—4, 4 4 sin’), Aue — 4 sint F(+3, $, %, sind). 
Setzen wir daher z = sin’, so kommt 


t net u 
Uı = 608 2 Up = Sn 4°’ Ü = 2 = tg—, 


dc Cat 
Se Er eben dz a erggemr unmaeemn 
Y&r—&') V&r — &) 

2)z = o sei hier der singuläre Punkt, zu dem die Wurzeln v, = — 4, r, = 0 
gehören, z = ı der andere. Dies vorausgeschickt, hat man in der Umgebung der Stelle 
z = o die beiden Fundamentalintegrale, wenn y = 2-3 (2 — ı)—3u gesetzt wird: 

un = F—4, 3, 4 2), Ug = Fl, &, 3) 2). 
Für z= —tg?t findet man demnach 
t . 
c0S- sin 7 
— a eg =, ae 
Veost Veos t 


Un met 


Yıdz = Co8 z: (cos #)—3 dt 


 IYa+ 9 — 6° + Sy 
Cat 
ee 
Ye +) — 68° +0) 
3) Wird hier y = z-4(2— ı)-3:-u gesetzt, so genügt « einer Differential- 
gleichung, die in der Umgebung der Stelle z = o folgendes Fundamentalsystem von 
Integralen hat: 


Y 


wa = PF-u4% 2), Un = zöF(t, % 2), 
also für z = — tg? 
cos sin — t 
U = 35 301, Hop ee au te, 
Veos ; Veos t 3 
08; dt az Lab 


Yoıdz Yo2dz 


(sind Year — 3) —D) Var <-30)@— ©) 
Von den übrigen Differentialgleichungen wollen wir zunächst 6) und 7) betrachten, deren 
Integrale sich fast unmittelbar ablesen lassen. Setzt man in 6)y=z-4(2— ı)-$:w 
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so genügt « einer Gleichung 2. Ordnung mit den Wurzeln der determinierenden Funda- 
mentalgleichungen o, ı; 0, 4; — +, o. In der Differentialgleichung ist folglich der 
Coefficient von « Null; eines ihrer Integrale ist eine Constante. Setzt man ferner 
y= z—:3(2— ı)-%w, so ergiebt sich, wie eine ähnliche Ueberlegung zeigt, auch für 
w eine Gleichung, in der das Glied mit «’ fehlt, auch hier ist ein Integral eine Constante. 
Demgemäss besitzt die Gleichung 6) die beiden Integrale 


na), werie. DL 
die man in die Gleichungen des Umkehrproblems einsetzen kann. Durch die Substitution 
z = ı+ {[° erhält man, von constanten Faktoren abgesehen 

Lad 
Yı vö a T. Y2 vo BR n 


Ein ganz analoges Verhalten zeigt die Differentialgleichung 7). Hier führen die Sub- 


stitutionen 
7 4 


) 3 
y=zü(@e—ı) 3u resp y=z u0(@—ı) SW 


auf Differentialgleichungen mit fehlendem « resp. w‘, deren jede also unter ihren Inte- 
gralen eine Constante hat. Gleichung (7) hat daher die beiden Integrale 


9 3 7 4 
yı =: W@—ı) 5, I RN ALTE 
Die Substitution = — 7; x . ergiebt 
yıdaz = Be Yadz == SER 
Va) Ya 1) 


Was die übrigen 6 Differentialgleichungen anlangt, so haben sie alle das mit einander 
gemein, dass für je einen singulären Punkt die Differenz der Wurzeln der determinierenden 
Fundamentalgleichungen = ı ist, so dass die hier geltenden Entwicklungen Logarithmen - 
enthalten können. In der That zeigt die Aufstellung der Integrale, dass dies bei sämt- 
lichen der Fall ist; diese Differentialgleichungen kommen daher für unser Problem nicht 
in Betracht. 

c) Wir haben hier zur Bestimmung der Wurzeln der determinierenden Funda- 
mentalgleichungen die Relation: 

I 


I Tan 
(3.) rn 


2 2 


Hieraus folgt zunächst für v die Bedingung » < 6. Giebt man demnach » der Reihe 

nach die Werte ı, 2,.... 6, so erhält man, wenn die durch Vertauschung von v, und », 

sich ergebenden Lösungen, wie offenbar notwendig, fortgelassen werden, folgende Lösungen 
I 3° I 


a),9, = In a a )y=3,%= 6. :) = ,n = 4 
1 2 2 


I I 

Br Br, n=2 
I I 

ee ne hen -=6 
I I 

a u ss =1,»n=4. 

)r=6. 4, Von, n-g. 


Das zugehörige System der Zahlen r1, Yıs; Ya, Fa} 01, 0 ist folgendes 


nn Kar NYy To 01 © he voe N To 01 © 
5 I II 3 aa TYYAT II 3 3) 
) 6 2 12 . 22 9 2: 2 12 4 Gz 
Nie a A ee A 5 3,46 Re IN CE 2 SE 9 
RER RURE :: ee; ea, TER, er 8 
3 I 3 I ST. I I 5 5 1375 
ET - a er TE Dean (I. = 
3) 4 + 4 4 4 4 2 2 6 2 12 4 


Von den Differentialgleichungen 1), 4), 6) zeigt es sich wie in den früheren Fällen, dass 
sie nicht algebraisch integrierbar sind. Die drei übrigen sind dagegen algebraisch, und 
zwar lassen sich ihre Integrale wieder sehr leicht angeben. 

2. Hier ergiebt es sich nach der früher angewendeten Methode, dass die Diffe- 
rentialgleichung die Integrale 


yaeie-)h net ni 


hat. Setzt man £ = (- x 


“. 


ı 
\% so kommt hier 
I 


yıdı = ee Yollzu rer Be (bis auf constante Faktoren). 
Ya@--ı) Veen) 

3. Die Substitution y—= z=?(e— ı)*-u führt auf eine hypergeometrische 
Differentialgleichung, deren Parameter die Werte a—= —14, $?=1, y= 4 haben. 
In der Umgebung der Stelle z = o hat man daher die beiden Integrale 

u = F 4,4 5 2) Un — 22 Fl4, 2%, 3 2). 


F ug i t Fe 7 
Wird z = sin’t gesetzt, so lassen «,; und 295 sich durch cos —;, resp. sin darstellen, 


und & ist = te; so erhält‘ man 

ad Cat 
a 7 een 
5. Man hat als Integrale 


Yydz = 


y=2:@— 1), yp— Til — ı)*. 


Wird & = (@— ı)}, also z = ı + [: gesetzt, so kommt 
6 
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yıdz = BERN - yıdz = en 
De a ne) yuXs 7 —— Te 
Ye +69 VE + 8%) 
d) Zur Bestimmung der Wurzeln der determinierenden Fundamentalgleichungen 
dient hier die Relation: 


Ar =ı 

(4.) Ara A 

Darnach ist : - ax a v; < 4. Giebt man », die Werte ı, 2, 3, 4, So resultieren 
2 

folgende Lösungen: 

e)w—=1 En )n=,n=1,2)n=6,n=6, 3))n—-en,n=4, 

Det 2 
P) Rn = 2 Sn 4m zn ih, ey n=zy, mn 
De, ! > DRER— ae a 
2 N, n '6 D) }) 1 ’ 


Zugehörig ist das folgende System der Zahlen r;,, o,: 


BE ERBONAS I a Sr. 0 ta Yı Ta 01 ®a 
DE u EG Eee 
ab dt nd 
a, 
0 RE me en, 


Von diesen Gleichungen scheiden als nicht algebraisch integrierbar nur ı) und 3) aus. 
Die übrigen liefern die ileendeee Integrale. 

year), = ee ee 
ad Lat 
de = ——— de = ———. 

< Io = Yı —& 

4. Es sei y= z?(z— 1)73.u, so hat die für « sich ergebende Differential- 

gleichung in der Umgebung von z = o die beiden Fundamentalintegrale: 


a I rg 00 
= HM: Yo = aM, —, , 2]. 
a: 127222, ): a 12” 12 2° 


Es sei demnach z — sin’z, so wird 


t Deine t 
YU = 608, min, Ge te, 


dt FR RE Cal 
V2&(3 — 1062 + 36%)" Y Vz&lz — 106 + 38) 


Yıdz = 
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’ 
er 


5. Durch die Substitution 2 = -— „ mögen die singulären Punkte o, ı, 


resp. in o, &, ı übergeführt werden. Die Differentialgleichung in >’ hat dann folgendes 
System von Wurzeln der determinierenden Fundamentalgleichungen: 


(rn, re) = — —H (ran ra) = ($; 3), (9, 0) = —H —4. 
Wenn man nun y = (2° — ı)’-u setzt, so hat die für « entstehende Differentialgleichung 
folgende Wurzeln 

(u re) = CH 3 fur) = (4 —9, (0, @) = (}, 2). 
Hieraus erkennt man, dass nach der Transformation die Differentialgleichung identisch 
mit der Gl. a) 4 geworden ist. Von dieser wurde nachgewiesen, dass sie algebraisch 
integrierbar ist, und zwar durch Betrachtung der beiden Formen fı = w* + uns? und 
H(fı) = 8u”ug — us‘. Es ergab sich 

= ade—ı)i, H(f) = azd(z — ı)$ 
d’u 


753? P(z)-u reduciert wurde. Vor der Re- 


wenn die Differentialgleichung auf die Form 


duction ist also 
= Ke—ı) 5 Hi) = a2 He): 
Daher für den vorliegenden Fall 
Jı u, W) = Co Elz’ — 1) 73; H(f) = cz &z’ in 
Geht man auf , zurück, so resultiert 
Jılyıy) = 00 He — 1)?, H($.) e- u 28: 
Wird endlich die ursprüngliche Variable z mittels der Gleichung 2’ = un wieder ein- 
geführt, so kommt N 
I = we z — 1)®, H(fiı) = 2 2 —ı)". 
Die Form sechsten Grades 
Pelyı, y) = Byı? — 20Yı? ya? — Yet = V—H(f)? + 64f4° 
kann demnach, wenn die Constanten co, c;ı passende Werte haben, was durch geeignete 
Wahl des Fundamentalsystems immer erreicht werden kann, gleich Y-(z(z2 — 1))-* gesetzt 
werden. Nun ist 


Al), 


A(z zu Fran 
Te ze = = er = er ZN 1)y, also 
2 (le dar ey een 2 gL 
Polyıy) = € Pe (2) ; Vosyıye) = Yeaz „a Polyıye) — = Ha d.h. 
dl Lad 
yıdız = ——,  Yada = —— 
5 VRd ; V.Rs(O) 


Yı, y. genügen hier wieder einer Gleichung 24. Grades vom Range 2. 
6* 
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6. Esseiy= z°2e—ı) iu, so hat die für « sich ergebende Differential- 
gleichung in der Umgebung der Stelle z = o das Fundamentalsystem von Integralen 


I SR 1 I 7 u 
U = F(-, Ba 2), Ug — Ar(-, le 2). 


I2 I2 


\ I 3 
Wird z = Cosa ‚so ist 
C0S sin — r 
U iR ya U = y ti & 
Veos i Veos t 
dc Lat 
Yoıdz = Yo2dz 


V2& — 100 + 309)" TEE — 100? + 36%) 


7. Diese Differentialgleichung Kann durch einfache Transformationen in die 


vi 


Gleichung a) 5 übergeführt werden. Man setze z = ae dann werden die singulären 


Punkte o, ı, © in o, &, ı transformiert; die Differentialgleichung in 2’ hat dann fol- 
gende Wurzeln der determinierenden Fundamentalgleichungen: (rı, 12) = (— #, 0), 
(vr) = (De) = (u —H. Es werde ferner y — (# — 1)?u gesetzt; 
dann hat die Differentialgleichung für « die Wurzeln: 

(ru, Y12) Se Gr 3 0), (raı, 19) = E25 a: a), (01, 05) x. (8; g ’ 
sie ist also schon mit a) 5 identisch. Demnach ist die Form sechsten Grades, gebildet 
aus den Integralen «,, %s 


Is = uw’ + um? = Ale — 1), Alyıya) = Ale — 1), = ale — 1). 


Nun ist & 40 
en Ei fe ae 

ur) I % = RR — 0.22 — 1), folglich 
io eh? de I ven ei 
Felyıye) — v(2) = Yı «(@); he) = (5) D) „1 owe) == = En 

a N 
da: — — a et d> 
N a 9 


Yı, 9 genügen hier wieder einer Gleichung 48. Grades vom Range 2. 
8. Diese Gleichung kann ebenfalls leicht in a) 5 übergeführt werden. Man 


2 —ı ; 5 r ie ; - 
setze z — ——, So gehen die singulären Punkte o, ı, © bez. über in ı, ©, o; die 
% 


Differentialgleichung in >’ hat dann folgende Wurzeln der determinierenden Fundamental- 


gleichungen: (rı1, r1) = (& 2), Yan r2) = (3 —H, (Qu 9) = (—-% — 9. Wird 
endlich y = z’?-u gesetzt, so hat die für « entstehende a, die Wur- 
zeln: (ru, 2) = (4 9), u r2) = — — 3) (01 02) = (8, 8), Ist also wieder 


mit &) 5 übereinstimmend. Sonach ist 


F = ua? + em le AT, Ye ner). 
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In der That ist 


A(z) 2 3 To 5 am 
Zar 1. SEE, — 2?(z— ı) 2, folglich wieder 
Y(z) 2 z—ı1 #3 @ a 
E81] De 2 
Felyıy) — € vo _ „(8 und schliesslich 
dd ee 
Yıdz = Yyıdz = 
en, ya 
e) Zur Bestimmung der Wurzeln der determinierenden Fundamentalgleichungen 
dient hier die Relation 


On a 


Man erhält zunächst n < 9; offenbar muss auch » > ı sein; folgende Lösungen von (5) 
ergeben sich darnach: 


1 I I I 6 
a Yn=5 —+ 
y v, 4 # v2 5 
2, 9%=4. bh, »n=5. 
I I I I 5 
n—= N — in, en —b:, -— Fe — 
ß) ra] ) mE n 
23 m= 2. del, —=4. 
I I 9 I Eu 4 
Ne ee well Nyon 
N) 4 vı Ti v, 8 ? Y vg 3 
3) = -1,%=3. vl, ,= 3. 
Das zugehörige System der Wurzeln der determinierenden Fundamentalgleichungen ist 
rı Ya yen 7) 01 ® TH "9 91 "9 Su?) 
I I I 6 
ha 3 TE@B 5 WIRST N a 15195 16H 7 
4 4 8 ‚raalg 2 2 2 de) ıo Sn 
I I I I 
De BEUTE 0 Ur De ee VARHS 7.4 
4 4 4 2.03.73 2 5 8 8 3 
I I 15 13 De I I 5 I TONZT 
Aue) a RD: 6 ir 
3) 2 2 16 16 02 ) 2 au 2 6 2 99 


Von diesen Differentialgleichungen sind 3), 5), 6) nicht algebraisch integrierbar. Bei den 
übrigen erhält man in folgender Weise ihre Integration: 


ı. Es seiy = z”%2— 1) 3.u, so genügt u einer hypergeometrischen Diffe- 
rentialgleichung mit den Parametern «ea = —4, ? =4,7=14. In der Umgebung der 
Stelle z = o hat man also folgendes Fundamentalsystem von Integralen: 

w = F—5, 4 % 2), Un = Ar(, 5 5 2) 
Für z= —tg’t ist demnach 
t » t 

COS; sin n FT tae 

rd ee IR Getg-; Y dz = ———— Yoadz m, 
Veos t Yen: ; 4 5 Va—' " VG —2') 
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2. Essei y= z7!(e— ı)3.u, so genügt «u einer hypergeometrischen Diffe- 


rentialgleichung mit den Parametern « = —t,® = 47 = # In der Umgebung der 
Stelle z = o hat man also folgendes Fundamentalsystem von Integralen: 
U — MN » % 4, 2), Un — did, & 2). 
Für z = sin? ist daher 
U cos RN sin I u tg 
01 3 ? 02 3 9 3 S 
dc cd 
Yadz = Yoadz s 


Ve — 39) —E) Va 39) — ©) 
4. Diese Gleichung hat zu Integralen die beiden Wurzeln rationaler Funktionen: 
Yı— aß), y = re) m, 
woraus sich durch & = (z— 1)# ergiebt;: 
— 2 1 — een — 
aus 2. 


Q 


yıdz 


©. 


Wir machen nunmehr die Annahme, dass die Differentialgleichung (A) mehr als 
zwei singuläre Punkte besitzt und wollen auch unter dieser Voraussetzung alle Fälle, 
in denen den Bedingungen unseres Problems genügt wird, aufsuchen. Wir haben auch 
hier zunächst die zulässigen Combinationen für die Wurzeln der determinierenden Funda- 
mentalgleichungen zu ermitteln; da aber für e > 2 durch diese Wurzeln die Differential- 
gleichung noch nicht vollständig bestimmt ist, so handelt es sich darum, die noch will- 
kürlichen Parameter durch weitere Bedingungen festzulegen. Es wird sich zeigen, dass 
dies in allen Fällen durch die Forderung erreicht wird, dass die Entwicklungen in der 
Umgebung keines singulären Punktes Logarithmen enthalten. 

Sei zunächst o = 3. Man kann nun 

A) die Annahme machen, dass für z = » die Wurzeln der determinierenden 
Fundamentalgleichung die Form ı + Een ı-+ > haben. Dabei sind 4 Unterfälle möglich; 
es können von den drei endlichen singulären Punkten a,, a,, a,, a) für alle, b) für zwei, 
c) für einen, d) für keinen die Wurzeln der determinierenden Fundamentalgleichung die 
Form — ı + 4 —ı+ n haben. 


B) Es sei für 2 = » die Form der Wurzeln 0, & ı + nn I+ Hierbei 
sind offenbar nur noch 3 Unterfälle möglich; es können a) für zwei, b) für einen, c) für 
keinen der drei endlichen singulären Punkte die Wurzeln r;,, r. die Form — ı + = 


Ni 
2 
— 1 + — haben. 
ni 


Die zugehörigen 


2) 


b) ı. 
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Wir wollen der Reihe nach diese Annahmen betrachten, die zugehörige Form 
der Gleichung (15) No. 4 aufstellen und ihre Lösungen angeben. 


Bern eh 


I I 2 
» Se 1, 


I) (91, N2, N, 9) = 
3) (v1, N2, N3, v) = 


I 2 I 1 I 
Be Sl 


I) 9 v2, Na, v) un 
3) (1, 9%, N, 9) = 


ue ntn 


1) (91, 9%, 9, 9) = 


A. 


he (N, Na, N3, v) = (2, 2, 3, 97 


(1; 2, 6, I), 


(2, 2, 2, I), 


(1, AU FAR), 
(1, 2, 3, I), 


& 


Lee 22:20); 


Wurzeln der determinierenden Fundamentalgleichungen sind: 


Er 38715 NY Ta Yoı WTsa 017.08 
* a bt ck 2 2 ME 
E27 Ep Dr Br 
Sn Kr DE N 3 
2 2 2 6 3 2002 
et I 2 1 2 1 305 
are GEN. 
a EEE FL Et gel! 
4 4 2 2 2 2 
NE a Bis 
2 2 2 2 4 
B. 
I I I 1 
a ——3,2 
) v + FERN ur n 
1) (9, N, N, n) = (1, 4,12, I), 
3) Yu Ne, Ny n) = (1, 2, 3, 2), 
5) (9, Ng, N3, n) = (2, 2, 6,,2), 
7) (v, N2, Ns, n) Tai (4, 2, 3, I) 
zZ I I I I 
bp) —(— + fs + =2 
3 y v5 N; 
I) (9, Vo, N3, n) — (2, 4, 25 I), 
3) (91, 92, Ns, n) = (1,3, 4 I), 


2) 91, N, Ng, v) = (1, 3, 3, I), 
4) Y], No, N, v) Fr (1, 2, 2, 2), 
2) (9, V2, N, ) = #% I, 2, 4), 


4) (9, Yo, Ns, v), = (1, I, 3 2), 


2) (9 Yo, Ya, v) In (1, I, 2, 2). 


rıı Fıa "1 Too Yı Ta 0ı Pa 

I \ 7 5 I 3.5 

— _— — — — [e] a 
= 2422 8 8 2 22 
ni I I I I 9 II 
oo — — oo =—< 
y 202 2 2 2 ER 
Teer 3 I 2 I 35 

> er Peer 3 3 2 
ı®,.T I I 2 I Beh 
ET 2 2 3 IR HH 
Ye 3 I 3 I 3, 08 

d) ı _ au _ _ 

) zig ae ENT ATN 22 
H TE er I I 3 I Ber 
2 2 2 4 ua 4 

2) (9, Ng, N, n) = (1, 6, 6, I), 


(1, 2, 2, 3), 
(2, 3, 3, I), 


I 


4) (9, Na, N n) 
6) (v1, Ne, N, N) 


| 


2) (9, v2, N n) = (2, 2, 3, I), 
4) Gr Yan) = (I, 5, 5, 1), 
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5) 9 Yo, N3, n) =!(1,4,6, 2), 6) (9, Yo, N3, null; 3, 9 I), 
7) (9, Vs, N3, n) —- (1, 2, 2, 2), 8) (9, Vo, N3, n) (1, I; 6, 2), 
9) (H, 92, 3, n) = (1, 1,9 3), 10) 9, Y2, Ns, n) == (1, I, 2, 6), 


| 


L) (v1, %2, 9%, N) = 11, 3,06,7), 2) Kr Y, 9, N) = (IL, 4 4 1) 
3) 9 9% Vs, n) =l2, 2, 2, I) 4) Yu 9 9% n) = (1, I, 4, 2), 
5) (M, Yo, Ya, n, = er I, 2, 3). 


71 0a ı Ta Tg. Tao are Zi da u Ya Ta REDE 
I I 3 I II 5 I I 5 2 5 2 
y 2 2 4 2 12 Be anTerg 2 6 3 6 a 
a - i be [0] Bet ie > 2 4 SR 3 N - [0) N [6) BAR: 
2 2 2 3 3 2 2 2 2 2 3.08 
3 I I 5 2 3 7 2 I 2 I 
5. — — 0 —- —— 2 6. — — Zi —_ = er 
4 E 2 6 3 : 4 4 3 3 3 3 ; 
7 5 . 2 I 
.— _—— — 00 —— 
RENT 2 Ten 
De. 7 £ De a 28 
4 4 8 8 2 3 4 4 4 3 3 2 
ra! En... 2.0 ESS LZ a Vai 1 EN 4 183 
s 2 2 16 16 4 2 Ru . 2 2 10 1o 5 5 03 
I 8 
Re I 7 NO DS u: PET DR BI #7 Be 
2 2 8 8 6 3 2 2 6 2 9 9 
De \ N SRODRER"E 3a ee, RL, 2.) Be 
2 2 4 4 2 2 2 2 2 2 6 ee) 
re I RI I Rz PTR. 5 WER GG I SUB 24 Et 5 WA..: 
2 2 2 2 3 3 3 2 2 2 2 2 (Sr 
I I 5 I II 3 I I 7. 5 7 5 
G)ZI. — —= — 2. — — a er 
2 2 6 2 12 4 zu 2 2 8 8 8 en 
I I I 
re ER. ne De 2, RR en BB, ..L.., 
4 4 4 4 4 4 2 2 z 2 8 SZ 
3 Kae, ERNEST 2 5 
% z 2 2 4 4 333 


Die Lösungen, welche sich für die einzelnen diophantischen Gleichungen ergeben 
haben, haben alle das mit einander gemeinsam, dass in jedem System mindestens eine 
der Zahlen n, v» den Wert ı hat. Demgemäss ist überall bei wenigstens einem singu- 
lären Punkt die Differenz der Wurzeln der determinierenden Fundamentalgleichungen = 1. 
Bei drei singulären Punkten ist durch die Wurzeln der determinierenden Fundamental- 
gleichungen die Differentialgleichung bis auf einen Parameter A bestimmt. Die Bedin- 
gung, dass die Entwickelungen in der Umgebung desjenigen singulären Punktes, für den 
die Differenz der Wurzeln r,,, 75 = ı ist, keine Logarithmen enthalten, liefert für diesen 
Parameter A eine Bestimmungsgleichung, welche in Beziehung auf A linear ist, diese 
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Grösse also eindeutig bestimmt. Um dies zu beweisen, führen wir an Stelle des ursprüng- 
lichen Integrals , durch die Substitution 


3 r. 
yv—=l(a-a):u 
i=1 


wo r;, jedesmal die kleinere der beiden Wurzeln der determinierenden Fundamental- 
gleichung bedeutet, ein neues Integral « ein. Dieses genügt bekanntlich einer Differen- 
tialgleichung von der einfacheren Form: 

au u; du At 

2? cz - ud (a) —a)(? — a) 


u=o0 


Hier sind die «; sowie A, durch die Wurzeln der determinierenden Fundamentalgleichun- 
gen bestimmt. Die zu « gehörigen Wurzeln haben die Werte o, 7, — r;, für die end- 
lichen singvlären Punkte; das Auftreten resp. Nichtauftreten von Logarithmen ist beiden 
Differentialgleichungen gemeinschaftlich. Es genügt daher, die Differentialgleichung für « 
so zu bestimmen, dass keine Logarithmen auftreten. Ist für die ursprüngliche Differen- 
tialgleichung r2 — ri; = ı, so hat die Gleichung, der « genügt, an der betreffenden sin- 
gulären Stelle die Wurzeln o, ı, folglich ist für diese «; = o. Sei a, die betreffende 
Stelle, so lautet demnach die Gleichung für «: 

as \du AhzH+4 
en @-a)@-)@—a) 
Der Differentialgleichung genügt in der Umgebung von a, eine Reihe: 


4 = 2—hHtll&— Ma) +:--:-- 
der Coefficient c, ist dabei durch die Gleichung gegeben: 


@, a la, +4 . 


A, M1—03 (a, — 43) (a, — a) 


&, 
1*) 26, + res 


Ein zweites uhr, 4; findet man ML mit Hilfe der Gleichung 


wies Fu = )@ dz 2 ag —@3 dz 
us un fe Pr = (2) (2 — a;) an 


——;(1 — 29(7 —a) -+-- (@ — a) e (aı — 1) "—(aı — 1a) (a, 2; a5) 


en. -) 


unter dem Integralzeichen ist 


Ga) 


Der Coefficient von 


1 
En F Er 23 [2 9) [02] 
&s 03 [2 [e 2 
— 2Caldı, — a2 d, — 4: la 0 ar 0: ( "oe )- 
Ga a — u) Kama + —— 
Dieser muss verschwinden, falls in der Entwickelung von a, kein Logarithmus auftreten 
soll, also: 


(2.) 2% + = — +7 —— =o. Aus (1) und (2) folgt 


ba | 
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(3) 4a t+%A= 0,d.h. 42+4 durch z2— a, teilbar. 
Die Differentialgleichung für « lautet also 


d’u er 0 iR 03 + 1 age 


5 u 
dz? —ıa  z—aJdze (2 — a) (2 — as) 
wo 4, einen ganz bestimmten Wert hat. 


Ist der singuläre Punkt, für den die Differenz der Wurzeln der determinieren- 
den Fundamentalgleichung — ı ist, z = », so gilt für ihn offenbar das Nämliche, da 
man durch eine einfache Transformation ihn zu einem endlichen machen kann. 

Wir sehen also, dass die sämmtlichen oben aufgestellten Differentialgleichungen 
durch die Bedingungen unseres Problems vollkommen bestimmt sind. 

Wir wollen nun zunächst zeigen, dass für eine Reihe der erhaltenen Differential- 
gleichungen die vollständige Integration sich durch Wurzeln rationaler Funktionen 
“ leisten lässt. 

Zuvörderst in allen den Fällen, wo zwei der Zahlen »v, die zu endlichen singu- 
lären Punkten gehören, gleichzeitig den Wert ı haben, wo demnach gleichzeitig für 
zwei endliche singuläre Punkte die Differenz der Wurzeln der determinierenden Funda- 
mentalgleichungen —= ı ist, erkennt man, dass die beiden Integrale Wurzeln rationaler 
Funktienen sein müssen. In diesem Fall muss nämlich, wenn aı, a, die beiden in Rede 
stehenden singulären Punkte bezeichnen, A,z—+-4A sowohl durch z— a, als auch durch 
z— a, teilbar sein, d. h. identisch verschwinden; und dies gilt, ob man nun 


’ 


y= (e—-a)?(ze — 9) (2 — 8)” -u oder = « — a) (z — @) ?(2 — 9)" -u 
setzt. Die beiden Differentialgleichungen für « resp. «’ haben also jede das eine Parti- 
ceularintegral « = const, w const; hieraus ergiebt sich, dass die ursprüngliche Differen- 
tialgleichung zwei Wurzeln rationaler Funktionen zu Integralen hat. Da A, sowohl in 
der Differentialgleichung für «u wie in der für « = o ist, A, andererseits aber gleich 
dem Produkt der in jenen Differentialgleichungen zu z = ® gehörigen Wurzeln der de- 
terminierenden Fundamentalgleichungen ist, so ist klar, dass nach jeder der erwähnten 
beiden Transformationen eine der zu z—=» gehörigen Wurzeln — o ist. Für die ursprüng- 
liche Differentialgleichung schliessen wir daraus: Haben gleichzeitig für zwei endliche 
singuläre Punkte die Zahlen » den Wert ı, so sind die in der Umgebung dieser Punkte 
giltigen Entwicklungen nur dann für beide von Logarithmen frei, wenn jede der zu 
2 = » gehörenden Wurzeln g; gleich der negativen Summe von drei der Wurzeln 7; 
ist, von denen jede zu einem andern singulären Punkt gehört; in diesem Fall ist aber 
die Integration der Differentialgleichung vollständig durch Wurzeln rationaler Funktionen 
geleistet. 

Wir wollen diejenigen Differentialgleichungen zuerst betrachten, bei denen das 
eben charakterisierte der Fall ist. 


A, d, 2. Es ist hier Yıt ra + rs + 0 =— ma 
Yet raı + ra + 0 = —4 


lo ple 
el 
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folglich sind zwei Integrale 

yı = @- a) ea) ea), m = ea) E— ) er — a). 
Setzt man C= (e— a), z = am +, so ergiebt sich 
2dd 2ldl 


dz = —————— — ——— Zn — | 

ae a air Ge) VI@—- (» — a) ®—-@ —a)) 
B,b,9. Herit ut tra to = —I—-I—-3+3= 0, 
mt nm rate =, — 7-44, 


folglich sind hier zwei Integrale 
yı = «@—- a) :@ —- a) ee —a)°, p = @— a) de — a) te — 0). 

Setzt man © = (e— a), z =, +{[, so wird 
Er & 3lal 
V (3 — (aı — 43)) (CE? — (a2 — 43)" V (° — (aı — 4;)) (©? — (a — 13)) 
Bei allen übrigen Gleichungen, für die zwei der Zahlen » gleich ı sind, er- 
füllen die Wurzeln der determinierenden Fundamentalgleichungen nicht die oben ange- 
gebene Bedingung; daher enthalten die Entwicklungen in der Umgebung der betreffenden 
singulären Punkte notwendig Logarithmen; die Integrale sind nicht algebraisch. Es 
gehören hierher die Fälle A, c, 2 und 4; B, b, 8 und 10; B, c, 4 und 5. 

Ist ferner nur für einen endlichen singulären Punkt die Zahl » = 1, gleichzeitig 
aber für z= » die Differenz der Wurzeln der determinierenden Fundamentalgleichung 1, 
so kann man durch eine einfache Transformation bewirken, dass der singuläre Punkt 
z = © zu einem endlichen singulären Punkt wird, während die transformierte Diffe- 
rentialgleichung den Punkt 2° = & nicht mehr zum singulären hat. Die transformierte 
Gleichung hat vier endliche singuläre Punkte; offenbar ist der Zähler des Coefficienten 
von y jetzt eine ganze Funktion vom vierten Grade. Indem in der oben angegebenen 
Weise ein neues Integral « eingeführt wird, kann der Grad der genannten ganzen Funk- 
tion auf o reducirt werden. Wird nun die obige Deduction auf die beiden nunmehr 
endlichen singulären Punkte, für welche die Differenz der Wurzeln der determinierenden 
Fundamentalgleichung = ı ist, angewendet, so erkennt man, dass der Coefficient von 
in der neuen Differentialgleichung fortfallen muss, falls bei beiden singulären Punkten 
keine Logarithmen auftreten sollen. Daraus folgt dann wieder, dass die Integration sich 
vollständig durch Wurzeln rationaler Funktionen leisten lässt, und hieraus ergiebt sich 
eine gleiche Eigenschaft der Wurzeln der determinierenden Fundamentalgleichungen für 
die ursprüngliche Differentialgleichung wie oben angegeben. 

Es sollen nun diejenigen Differentialgleichungen aufgezählt und integriert werden, 
bei denen die eben auseinandergesetzte Bedingung erfüllt ist. 


E= 
+ 


yıdz = yadz 


ee oO, 
« er °. 


2 


A,b, 2. Hierist m, tra tra tg = —4—3 
rıtr2e + ra ta = —%—43 


A 


3 3 


- 


folglich sind zwei Integrale: 


= (R— a) Hz = 4) (2 ” a) 8, y%= (@— a) 32 ar %) (2 je a) 3 
FB ı 
Setzt man [ = (®), so ergiebt sich bis auf constante Faktoren: 
en 
yıd de Yılzı= cas 
‚a2 — 2 7 
VYa— 9) (ı 22er) Ya —ezer) 
A,,d, tr rer 5 + I SR 
te tra tt = — I 1-23 9, 
Y = %ß— a) %z Br a) %z BB a), Yyp=(&%— a) %z 2% a5) 32 Br a3). 
Setzt man £ = kei so kommt: 
2— 4; 
BE c-dL Be cldL A, 
Ya) G 2222) Ya —-9(r 2287) 
B, a, 2. RE 
Yrı tretraı tg = —-I—-3—-:+2=0 
49, = «@— a) 42 — a) 2 —a) , % = ®— a) 22%) 32 — a,) ® 
Setzt man{ = =), so wird 
cd& ccd& 
yıdz nn En Y,dz = ame 
Yı— 22 es 
B, b, 4 nn traıtre to = —+— n— 3+r2=0, 
rı Fre +trı +0 = —tI 5 — ++ = 0, 
BR RL} _3 = DR EN 
y = k—u) ?@—a) %@—0) °, yp = @—U) "2 -%) "(2 —a,) >. 
az 1 
Setzt mıni = (@ au so ist 
2— 4; 
yıdı = ” ee y,dz = er Be na 
Ve — 22%) er; 25), Ve — 2) er Be 
B, C, 2. ee 
Yıt rat rs 0ı = 102 —0, 
Yı = ®— a) 32 {Fr a) #(z ER a), »=%-— 4) %(z SER 4) *z z a). 
Setzt mn — (=e);, so ist 
243 
cdg c&dd 
yıdı = 


ya = 
Vase Ve 2) 


53 
In den übrigen Fällen, in denen für einen endlichen singulären Punkt und gleichzeitig 
für z = ® die Differenz der Wurzeln der determinierenden Fundamentalgleichung = ı, 
sind die Bedingungen für das Nichtauftreten von Logarithmen nicht erfüllt. Es sind 
dies die Gleichungen A, b, 1; A,c, rund 3; Ba, ı;B, b, 3, 5,6; B, c, ı. 

Für die übrigen in den Tabellen A und B zusammengestellten Fälle lässt sich 
der willkürliche Parameter so bestimmen, dass die Entwicklungen in der Umgebung der 
singulären Punkte frei von Logarithmen sind. Wir wollen diese Bestimmung der Reihe 
nach vornehmen und den Charakter der Integrale der so entstehenden Differentialglei- 
chungen untersuchen. 


A,a,ı. Wirsetzen y= (ze— a) %z — a) %z — a.) u, 


dann genügt « einer Differentialgleichung mit den Wurzeln der determinierenden Funda- 
mentalgleichungen o, 3; 0, 4; 0, 4; — 4, 2: 


: 1 2 di 1—5 
ER | 2 en 4 es U 362 


— + — kr 0 
2— a 2— m 2z— aJd: (z— a) (2 — a.) (2 — 4;) 


Damit in der Umgebung von = = » kein Logarithmus auftritt, muss A = (a +0) + 260 


gesetzt werden. Stellt man jetzt diejenige Differentialgleichung 3. Ordnung auf, welcher 
das Quadrat von « genügt, nämlich 


Av d’v ren dv 2 vr 
Er 32 art (» + 4)” + (er + 2 v=o0 
1 1 


1 1 5 
7 3 (a He) 2 

= Di N TER 2 36 36 
zu 2z— u 2—G (2— a) (? —a) (2 — 9) 


so findet man als ein Integral dieser Differentialgleichung v = (2— a,)3. Es giebt daher 
zwei Integrale «, us, sodass 


um = (2 — 4)® 
Setzt man nn = [, so ist 
1 
ds 

ds ce fris dal.“ de Sp 

dz Fo A ET: 
dz „ ene = ” Zr | 25! —2 
BZ a =cC z—.aı) (2— a,) (z — a;) y 


dz 
dlo ® of. e — 
dlogs _ oe —a) Ikea) i@— a)", = eJ/e-wVe-me-m), 
F4 


Da £ in der Umgebung von z— a, nach Potenzen von (2 — as) fortschreitet, so muss 
die Constante c, — 4V(a; — aı) (a3 —a,) sein. Der Ausdruck 


Tara. dz 
3Vla— aı) (a, — ee 
c ——, 7 R (z— a) Vz — a,) (2 — a,) 
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ist eine algebraische Funktion von 2; wird z = — — 1 gesetzt, so ist 


a —a; ”’—ı 


yaz« 3 WTA 1 

=: { £ N: 

ri er =). Da ausserdem uw = (2 — 4)? = c- (ame) 1 
Ye’ + a2 — 43 


so ergeben sich x, und «, als algebraische, leicht auszudrückende Funktionen von 2’. 
Man erhält z. B. 
(? IS va) 


(2 — 1)% 


" = 


Jetzt ergeben sich auch yı, y; als Funktionen von z’, und bildet man yıdz, y»de, so 
wird von constanten Faktoren abgesehen 
ds 1 Sat 
Vi e+l,; Pam: alle si Yı+ e+1,3 ; Er 
a A +:5)(1 4 ne 


we= En ° pedeutet. 


IR) 
A, b, 3. Setzt man y= (ea) 2-0) 2 —a) 3.1, 
so genügt « der Differentialgleichung 


3 
du ! 1 du — 2% 
|; B + — +) + = u=o. 


de? 2m .—W z-- a) (2 — a) (2 — Q;) 


yıdı = 


ti” a: a en so treten in der Umgebung von z = » keine Logarithmen auf. 


Die Differentialgleichung 3. Ordnung, der vo — u? genügt, lautet hier: 


din, 3 ( I I 22 3 32— (ha +a+0a) dv 
dz? a 2 Fu - de? 2 EEE -)E =) 


—— u I zz! 


23 re eier. "Re 
8 (2— a) (2 — @)(z — @) 


Man findet, dass die drei Funktionen 

I (Ge » = (z a a>)*, Dr (2 — )% 
ein System von drei unabhängigen Particularintegralen für dieselbe darstellen. Sind 
daher «,, «, zwei particuläre Integrale der Differentialgleichung für «, so giebt es drei 


homogene quadratische Formen 9;,(%2%), Ps), Pss(uu>2), die bez. die Werte (2— a)%, 
(z— 0)?, (<— a,)? haben. Es existiert daher eine Form vierten Grades g,(us) = 


o 


Pos (Urt) — Pos (uU), welche gleich einer Constanten, und somit eine Form 6. Grades: 
I (u1%2) = Ps (u) (Pu) a pP» (uu2)), 


die bis auf einen constanten Faktor = (2— a,)!. Daher ist 
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Rs(gıye) m (z — a.) (2 _ a9) (z ar 4) Rs (u12%) ‚B (z A a) 2 EZ 4) °z 2 yr® 
YRyı) = @— a) — a) ie — a). 


Wird Z = £ gesetzt, so ergiebt sich 
1 


I a 2 3 3 
ah 12 a) ara)? 
rom ?— a)( )( ;) 

Rla en» f) 2: . 
Da ee (.— a) (— %) ?(2— 4) 2, So wird 
VB VB) 


Dass 5, somit auch yı, y, algebraische Funktionen von z sind, ist hier unmittelbar er- 
sichtlich; jedoch ist es überflüssig, sie in explicirter Form auszudrücken. 


A, b, 4. Man setze y= (-a) za) %z — )"3-u, 


so genügt « der Differentialgleichung 


1 
d’u ( 4 Ei I N 152 iR 
de ER EP I Are 4 m“ 
Fir’ — er sind die Entwicklungen in der Umgebung des Punktes aı frei von Loga- 


I I 
16 (2— a) (2 — a;) 
in « hat aı nicht mehr zum singulären Punkt. Sie lautet 

d’u 1 ! du I 

a et 


I 
Ba en on eng 
2— m  2z—a/dz 16 (2 — a) (2 — a;) 


rithmen, der Coefficient von v wird dann — 


; die Differentialgleichung 


Durch die Substitution z = (a3 — a2)2’ + a» wird sie: 
d’u ı 2’°—ı du I I 
de” E 2 2(@—ı) ds v> 16 EN: ze 


also eine hypergeometrische Gleichung mit a=—4, ß=4,y=4. Sie hat die beiden 
Fundamentalintegrale in der Umgebung von 2’ = o 


’ ‚A q Fr 
Yı = F—-4 4 3 2), We = 2, 3, 3, 2), 
oder, wenn 2’ — sin’ gesetzt wird 
t \ 
2 2 
Die entsprechenden Integrale der Differentialgleichung in „ drücken sich daher auf fol- 
gende Weise aus: 
Qı — 02 
yı 0% (: _— 


} i 
(BEN 0.47 


3 
.9 2,» 
sin’t ) (sin £ cos 2)! cos er 
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ge (: Tr TB sin’) lin cos f)-1 sin 
IE ds — G, 2’ 
7 aı Wr (Aa 9 —ı t 
yıdz = Olı — —— sin’ cos—dt, 
As w5 As 2 
Zi a — N 
ypdz = c(: a sin“) 1 sin dt. 
A, — da 2 


Wird endlich & = 19 eingeführt, so kommt 


C’ds C'tdc 
yıdı = RE 
Ya +8) (u + 8 - =) Ya+o9(lı + y— en = 
B, a, 3. Es sei y=%— a) %2 Eur: a) %(z En 43)73 "u, 


so genügt «, falls der Parameter A so bestimmt wird, dass in der Umgebung von a, 
keine Logarithmen auftreten, der Gleichung: 


deu ( 4 En je I I | ach 
Be. a; dz Bene) 


v = uw’ genügt der Differentialgleichung 


2 \dw 3 = )E- I 
= + (— 2 2 — -) de’ E (: — 03)” + 2—0)(2—4a)) de 27(2 — 0) ag 


Als ein Particularintegral dieser Gleichung ergiebt sich v = (z— a,)?®. Hieraus folgt, 
dass es zwei Integrale «,, «, giebt, für die #0 = (z— a,)®. In Verbindung mit 
»d _&— a)” Iran 


2 

2 

vi. VE —. —— resultiert hieraus & = ( 
ur Ge u: 


ER N 
Ra 
u = (zZ + Var), u een ehe) 


Hieraus kann man leicht y,, 9. berechnen und erhält, wenn man alles durch & ausdrückt: 


d de 
yıdz = Eee ydz = a. 
Ya+ 2a) Ya ganz 
B,3,4. Widy=(z— a)? 0) (2 — a.) 3-u gesetzt und der willkürliche Para- 
meter so bestimmt, dass in der Umgebung von z = a, kein Logarithmus auftritt, so 
lautet die Differentialgleichung für «: 


AU’u ( 3 1 1 I I 3 
de? u; 2 + B. ER RETTET U ET, 


— m 2—adz 36 (2 — a) (2 — 0) 
Nimmt man z = (a, — a,)2’ + a,, so kommt 


1 


du RS 22’ — ı du I REN 
TE ST PETE ee 
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Fundamentalintegrale dieser Gleichung in der Umgebung von z’ = o sind 


Y%n = F— 4 3 2’), Un — art, 9 2) 
oder für 2’ = sin?t 
t Bet 
%U = N) Up = SN—, 


= c(: BT ing A * (sin £ cos {)-' cos, 
a1 09 3 


= e- et Da” in? 7 . —# ° 2 
Vo cf: EB, sin ‘) (sin t cost)" sin > 
Es sei h; -—=[L — tg—, so wird 
Ki 
Ye Cdd 22 — CLdt 


ee) er Y re ee 
Ya +9 220g — 9° Ve + By: aeg — O9: 

B, a, 5. Die Differentialgleichung für 

u = (z— a)z — @)ilz — as)Ey 


lautet hier, wenn der willkürliche Parameter so bestimmt wird, dass für z = ® keine 
Logarithmen auftreten 
es +. en Er RE — 112 
ENGE ld C-a)Gea)) 


Bildet man hier die Differentialgleichung 3. Ordnung, welcher » — u? genügt, so findet 
man, dass ihr die Funktion v = (<— a,)$ genügt. Hieraus ergiebt sich (cf. A, a, ı) 


3Vla,— aı) (a — a Bet re 6 = ) ü 


ze @—-a)Ye-a) @— a) — 
dy —üz 
rd + ve 9 —Gd3 


w’= 


4 N 1 Ra 4 1 
fy5 ve hl - (7 a 1 a 
7: Zaren, = (7 VEZeeıyH 


endlich wird 


e 

“ 
m 
- 


————, ferner 
— de‘ 


en. - Se HIER 
er Te 
B, a, 6. Die Differentialgleichung für 
u= (2 — aı)*(z — a3)3(z — a;)Sy 
lautet, wenn für z = ® die Entwickelungen von Logarithmen frei sind 
d’u 1 3 3 \du I a 42 Ha) — I12 
AR: r (; zur 28 2 = Q2 r 2 Au a * 144 eier 7 Fa) 


8 
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Bildet man hier die Differentialgleichung für v = w?, so ergiebt sich, dass dieselbe nicht 
durch Wurzeln rationaler Funktionen befriedigt wird. Es bleibt daher, falls die 
Gleichung algebraisch integrierbar sein soll, nur übrig, dass sie Primformen 4. oder 6. 
Grades hat, die Wurzeln rationaler Funktionen sind. Um dies zu untersuchen, könnten 
wir diejenigen linearen Differentialgleichungen 5. resp. 7. Ordnung aufstellen, welcher «* 
resp. «° genügen, und versuchen, diese durch Wurzeln rationaler Funktionen zu befrie- 
digen. Da dies indes zu umständlich ist, wollen wir auch hier die Methode anwenden, 
welche uns im Falle von zwei singulären Punkten zum Ziele geführt hat. Wir bringen 
auf bekannte Weise unsere Differentialgleichung auf die Form: 


= + P(z)u = o. Für P(z) ergiebt sich so: 
P%&) = Ti (take + = ! +4 de 2a) 
En rn (2 = m) (2 — 4)? 2 dı 2.09 2 ds 
91 T 


144 (z — @) (2 — 9)’ 
wo A durch die Gleichung bestimmt ist 


2a =: — (as + a3) + Maı?Caz — a2) + Q2?(aı — Q3) + a53’(ag — aı)) = O0. 


Sodann stellen wir das System von Differentialgleichungen auf 


ler N dlogx + 16.PCe) —ay En 


dz de? 
‚F/dlo 2 d’ log x, 3 
C ae 444 en Fe 16P(z) |‘ TriX« 


Wir finden mit dem obenstehenden Wert von P(z), dass die beiden Wurzeln rationaler 
Funktionen : 
x) = (e— 0) (e— 9) — a), le) = @— a) (E— M)ile — a,)® 


diesem System Genüge leisten, daraus folgt wie früher, dass es ein System von Inte- 
gralen %,, %, giebt, so dass die binäre Form f4(w,%) und ihre Hesse’sche Covariante 
H(f,) bis auf constante Faktoren resp. gleich X(z) und x,(z) sind. Die Form g,(u, %) er- 
giebt sich daher bei passender Wahl der noch willkürlichen Constanten gleich (z — a,)’ 


(z — %)’(z — a)’. Da 


y= «— a) 2 — a) 2 — a) u, 
so resultiert hieraus 


yılyıy) = (2 — a) 2 — a) — a), 


I 
an = (z — a)(z — 9)’(z — a3)”. 
Da = = ze — 4,)2(z — 0)?(z— a,)?, so erhält man schliesslich, wenn .(1, d = 


gesetzt wird: 


dd Cat 
ms Yyıdz Hy 
V.R,(d) Y.R,(d) 
B, a, 7. Wir wollen diese Differentialgleichung, von der sich ebenfalls zeigt, dass eine 


quadratische Form ihrer Integrale nicht gleich einer Wurzel einer rationalen Funktion 
ist, von vornherein auf die Form 


yıdz = 


+ P@u= o 
reducieren. Für diese Gleichung sind die Wurzeln der determinierenden Fundamental- 
gleichungen 2, 3, 4, 2; 4, 3; —ı,o. Damit die Entwickelungen in der Umgebung von 
z = » keine Logarithmen enthalten, hat man zu setzen 
ri I 3 I 402 I BE —d4s az @s 4 
2) Fe IT; ee =.) 
ERSTE di 


576 (« — 9) (2 — a,)’ 
wo 4 durch die Gleichung gegeben ist 


2 155 I15 
a - em — —as HF Kla’la,— 10, — 0, 4(&, — a))= 0. 
2 — 2m — 1760 + h(am— a) + al — 2) + Ma. — a) 


Bildet man alsdann das System von Differentialgleichungen: 


A) F=x 


ae x) 1: ver SE Ei —y 


dz 


d’ nu 


so ergeben sich für den vorstehenden Wert von P(z) als Integrale derselben: 


12) = @— a,)*(z er a3)*(z — a3)’, Kl) = (? — a)’ — a)f2 — 93)”. 
Demnach ist 
Fs@u u) = (z — a,)iz - a)ilz — a,)’, Hifi) = (z— a) — @)Xz — a3)°. 
Da y = («— a) *z — a) i(z— a,)"!u ist, so folgt 


} I 3 & 
Fr) = (e — a) Me — a) Ke— as), —— — (2 a)He — a2)?(z — 43)”. 
Vrs(yıye) 
Wird n —L, fi(1, &) = KR,(d) gesetzt, so ergiebt sich mit Berücksichtigung dessen, dass 
) 
dl ee Fe. ) I ac Cdd 
(2m 2(2 — (2 —.a slarz, dee m, ode = VR.ö' 


B, b, 1. Es mögen zum singulären Punkt a, die Wurzeln — 4, 6 gehören, zum Punkt a, 
und a; resp. die Wurzeln — 2, — I und — 4, — 2. Setzt man 
8% 
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y=(k— a) 2(z _ a5) %z — a5) 8 377 


und bestimmt den willkürlichen Parameter so, dass für z= » kein Logarithmus auf- 
tritt, so hat man für « die Differentialgleichung 


d’u p3 3 a 1 3a rare 
+ au re 64 (z— aı) (2 — as) (2 — as) 


z— m 2 — mM 2—0, 


U == O. 


Die Differentialgleichung für v» = u? lautet 
RR) $ re ee 2 
Ba ee a Le nee ner are 


T. (ac ee ei EN a 
(2 — a,) Ge) 16 (.— a) (2 — a)(2 — a;)/dz 16 (de — a1) (2 — Q,) (2 — Q;) 


e- 
wo 


( Sr DE L Ar ) I 
2— 4; 2 3(aı + @) + a3 — 72 
Sie hat ein Integral vo; = (2—.a,)*. Demnach sei 
U, = (£— a;)8. 
Wird - — [ gesetzt, so ergiebt sich hieraus: 


1 
dz 


3 —ı ® c/ 2 
en —= (. (2 — a) *z— a) (2 — q,) = a e Po; 


Da C nach Potenzen von (z — a,)* fortschreitet, so mus C=1 V(a; — aı) (a3 — a;) sein. 


Damit wird 
„ —_ Van 4 
= = Ve=a ‚wo 2 = 7 4 ferner 
Ye ya 274, 
BR. : 

: dı —As;\, , ah ar re Bee 
ı = Av. (2’— ı) u. % = 0. (ar Va) (2’— ı) 5, 

endlich Yar — BELLE „de — Osas 

Va — 2) vg —5 


B, b, 2. Hier hat man für u = (ze — a)*(z — a)!(z — a,)3-y, falls in der Umgebung 
von z = ® keine Logarithmen auftreten, die Differentialgleichung 
du ER rs 5 7 3 jet ı 2, +@)+ a — 52 


2 
dz z— a 2— 28—Ns 


DT era) e—a, nr 


Wird die Differentialgleichung für vo = u’ aufgestellt, so findet sich als eines ihrer Inte- 


grale v = (z— a,)?. Daher ist u% = (z— 4,)?. Ist = L, so ergiebt sich wieder 
1 


wie oben: 


— ie 
a Vz’ Vz 5 ee it RN — Z = Ve om — 
m ( + FE ERT, ( 1). 6 ae, ( In 8, 
ie ca PR ad 
N Terre: 
B,b, 7. It y= («— a) (2 — a)"%z —a;)?-u und treten in der Umgebung von 
z = 4a, keine Logarithmen auf, so genügt « der Differentialgleichung mit zwei singulären 
Punkten: 
A’u ( 4 Zend © u Ar 
det 2—M  z2—a,Jdz ı6 EEE 
Wird z = MH (a, — 4) sin’t 
gesetzt, so ist (s. A, b, 4) 
t ER t 
U = 08 5 U = Sn, Date IH 
Cd O0Ld 
yde= —— > Yadı sag = 


Yela +9 2227)  Vla+ year) 


B, c, 3. Setzt man y = (z— a) %z — a) Hz — as) .u, so genügt u, falls in der 


Umgebung von z = » keine Logarithmen auftreten, der Differentialgleichung 
du, ı I I I % > 4 + 4, + 0, — 32 # 
Fr = @, % 2— ea, EB 16 GI o)@Faya a). ee! 


v = u’ genügt der Differentialgleichung 


d’ 2— 
a > ( I aut I st Ba (a +9®+a) dv 
(2 2 12 4, 2 43 


De dd (a) (z— a) (2 — a;) dz 


—— - v.—=ı0, 
8  —a)(2 — a) (2 — ds) 
Diese Gleichung hat die drei Integrale 
v = (z —— a1), 05 —— (2 — 5)? V; = (z ——, a,)*. 


Folglich giebt es drei quadratische Formen von %, %: Pz,(u2) = (2 — a), Poz(UNs) 
—= (z—4), P5(U%) = (2— a,)}. Ihr Produkt ist 


5 1 fa 1 
Jslu], U) = Er Pat) = (2 — a)2(2 — a3)2(z — as)2, 


demnach Fslyıy) = (2 — u) Hz — %) Hz — as) ”%, 
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: (z —— aı)‘(z am a.)(z er as). 


Veaw) 
Nun ist de — (2 — m)-z — a5)-*z — a;)-?, daher, wenn 
Ya ] 3 a 
u ’ = Rec tzt d dz = ——, de = —; 
5 JE ‚(©) gesetzt wir yıdz VR& ei , Fra) 


und zwar wird, wenn wir 9,(u1,%;) = u, Setzen, und y,= («— da) 2 — 4) 2 — 05) Eu, 
nehmen, bei passender Wahl der noch willkürlichen Faktoren 
RI) = & — Ö) 

für d = ı, 2, 3, wie es ja auch sein muss, da in Beziehung auf a,, as, as hier alles 
symmetrisch ist. 

Es sei nunmehr 0 = 4. Um alle zulässigen Combinationen von Wurzeln der 
determinierenden Fundamentalgleichungen zu ermitteln, haben wir hier wieder zwei Haupt- 
gruppen zu unterscheiden, je nachdem die zu z—= » gehörigen Wurzeln die Form 


a = . 2 
Far „rıt ee + „ haben. 


A. Für z = © seien eg, 0, von der Form ı + = I +, 
Bezeichnet A die Zahl derjenigen endlichen singulären Punkte, für welche r;,r; die Form 


—ı+ = —ı+ — haben, so lautet jetzt die Relation (15), No. 4 


Demnach ist s 
= +24 —-M)+2>9, oder A <a. 


Es darf also hier die Zahl der singulären Punkte, für welche >;ı, ri die Form — ı + = 


ı 


—ı 4, haben, nicht grösser als 2 sein. Demgemäss ergeben sich hier drei Unterfälle 


T 


De I I 2 ( I I :) Bu 
2 i ne, SB >; 3 
(N1, N2, 93, 94, 9) = (2230, 0070,.1); 

2 Er e ie 
) I as er 3 
(m, N2, Y3, YA v) = (3; I, I, I, I), 

9. a. 

3 5 re 2 


I) (9, Vz, Vz, Y4 v) = (u 9200 2) (9, Y3, Y3, Yy v) (1, 1:1, 202), 
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B. Für z = © seien g,, 0, von der Form ı + I + — Hat A dieselbe Be- 


deutung, wie bei A, so lautet jetzt die Realation (15), No. 4 


A 4 
I 
33S—+t2 3 — Lauer 9 
= 1 1=/+1Pi ” 


Hieraus folgt 
A 
= + 2(4—)+ 329, oder A<4. 


In diesem Fall unterliegt also die Zahl A keiner Beschränkung. Da der Fali=4 
indes schon in in No. 2 und 3 behandelt worden ist, so haben wir hier nur die vier 
Unterfälle A = 3, 2, I, o zu unterscheiden. 


I I I 7) 2 I 
aA — Be IB, ne Be FE 
3. A Ti, v, 3 
(N, N. N Ip n) = (2; 2, 3, I); I), 
r 1 2 I I I 
DA 7 Bea ( ) = 
re He: 
I) (n, No, N3, 9 n) >= (2, 2, I, 2, I), 2) (n, N, 9 Yu N) = (2, 6, I, I, I), 
3) (N, No 9, 9 n) = (3,3, 51, I), 
I 2 I I I I 
e) A: ı : ( —) en 
) a 3 
) (N, Yo, I5, 9 n) FE (2, E14, T), 2) (nı, Y), Y5, Y4 n) = (3, I, I, 2,,T), 
3) (N, 995. 93,,94.0) = (2, I, 1, I,.2), 
2 I I I I I 
Ar: =70 —(— ) ER 
) 3 To ara 3 
1) (91, 9% 9 9%, n) = (1, I, 2,.2, 1), 2) GR Y5, 95, 9, n) = (1, 2,5.1,.1903). 


Die zugehörigen Wurzeln der determinierenden Fundamentalgleichungen sind 
folgende; 


rıı Ya N51 N rzı "39 Yı Ya 0 03 
I I I I I 5: 3 5 
u. —— o Ban ) Erne a Rn 
2 2 2 2 2 2 2 2 
2 I I I I 1 3 
Ab. —— —-— ae —e A ner u = 5 
3 3 2 2 2 2 2 2 2 2 
I I I I I I 3 I 3 5 
A,o,nr. — — — nn = u a RAY 
2 2 2 2 2 4 4 2 2 
I I I I I I I I 5 7 
a Duni ie at 33 Aa a 
2 2 2 2 2 2 2 2 4 4 
I 2 I I I 
bras =. = o ue— o ey —__ a 2 3 
2 2 3 3 2 2 
I I I I I 
Be Re 020 
2 2 2 2 4 4 


rı Yja er No Lest Na3g "ya Yys 010205 
I 5 2 I I I I 
B, b, 2. — — =. —_— —— rs _-— . — 25 
6 3 2 2 2 2 
2 1 2 I I I I I 
nn re SER Sn en sad ee er aa un? I 2 
Er 3 3 3 2 2 2 2 : 
I I I I 7 5 
Becar ) —_ —- — Egı = En 2 
Bar 2 2 2 2 2 8 8 3 
2 I I ı I I 3 1 
a en a ne = ee 2 3 
3 3 2 2 2 2 4 4 
I I I I I I I 3 
3. — o en er —_ al, 2 
2 2 2 2 2 2 2 2 
I 1 I I 3 I 3 I 
B,d, 1. — — — ee. en og Pen 2 3 
2 2 2 2 4 4 4 4 
I I L 1 1 I I I 4 5 
2 un Tue 5 u — — — — — in EIER u 
2 2 2 2 2 2 2 2 3 3 


Bei ge = 4 ist die Differentialgleichung durch die Wurzeln der determinierenden 
Fundamentalgleichungen bis auf zwei willkürliche Parameter bestimmt. Diese sind in 
allen vorstehend aufgezählten Fällen durch die Bedingung festgelegt, dass für keinen 
singulären Punkt oder z—= ® die Entwickelungen Logarithmen enthalten. In allen 
vorstehenden Systemen der Zahlen » und » sind nämlich mindestens zwei dieser Zahlen 
gleichzeitig = ı, so dass immer für wenigstens zwei singuläre Punkte zugleich die 
Differenz der Wurzeln der determinierenden Fundamentalgleichungen den Wert ı hat. 
Ist dies für drei oder mehr singuläre Punkte, zu denen auch die Stelle z co gehören 
kann, gleichzeitig der Fall, so findet dieselbe Überlegung wie bei 3 singulären Punkten 
statt; dann können nur in dem Falle die Entwicklungen von Logarithmen frei sein, 
wenn die Differentialgleichung vollständig durch Wurzeln rationaler Funktionen integriert 
wird, und aus der Art und Weise, wie man dies erschliesst, folgt auch hier eine analoge 
Beziehung zwischen den Wurzeln der determinirenden Fundamentalgleichungen wie dort 
angegeben. Dies findet in folgenden Fällen statt: 


A,a I I I 
i EEE ee Br eg 
2 2 2 R 
I I I 
trat rat rate = 0o- + S ==r0 
Integrale: yı = « — a): — 0)" — u) 
ae Ar sun 2 2 — QA,\2 
yp = @—a)"e— a) 3@— a): = er 
Cd O6d 
yıdı = 2 — re  Yolarzı Sg ENG Ze 2 Be | 
Ye <-9a <= 22er) Ya — 9. — ea) 2, 
B.:D,,2: 2 I I I 
u at tat tar u er > 
I 2 I I 
Hatte en = +2=0 
3 a 2 2 
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Integrale: yı = ke — a1) 32 — 0) 3 — a3) 2 — a): 
1 2 2. al & sm 
y = e- a) Me) ea) eat, = (>) 
Cat CLlad 
yıdz gr a ‚ Yıdı ® a, dg — Ay: 
er Fe. =) (a ee) 
Diecın. et ee; 4 I 2,0, 
Yatrıtrı ra +0 = je) 5 4 3+3=0. 
Integrale: yı = k— a)" Hz — a) Hz — 0) z — a,)%, 
u = ka) ea) IC a = ka. 
x Ode 
ze ae Ua a) 
e Oag 
IT NG a DIT. — a) aa: 
B,d, ı. er re ea EEE, 
.ı tr trat rte tra = nr 31-12 = 0 
Integrale: yı = (z — a) Hz — 0) 2 — a) 2 — a), 
Y%=(?—a) 2 — a2) je pe a3) (2 — a), {= (=) 
Er a4 
Odt CLldd 


yıdı = Yyodz = EN 
Firsyes) Op 


a3 


Notwendig treten daher Logarithmen auf in den Fällen A, b; A,c, ı und 2;B,b, >; 
1020e17,.:7,73:.D,.04, 2 
Somit bleiben nur noch die beiden Fälle B, a und B, b, ı zu betrachten. 


B, a. Wir setzen 
y=(—4)” (2 — a,) %z 2) (2 — a): it 

Werden die beiden willkürlichen Parameter so bestimmt, dass weder für z2= a, noch für 
z = » Logarithmen auftreten, so genügt « der Differentialgleichung 

) I 2(a, + a) + a3 — 52 {Y 


Boa )eza)a-a © 


Na nl 


Als Integrale dieser Differentialgleichung ergaben sich (cf. og = 3, B, b, 2): 


a 74 Be er da —a 
alzallez a) 5, ae ey 
dos — As Ag — 43 
i z—u 
wo 2’ —= ——J4 Ist demnach 
Dan 
um U: Y: E} * 
= =2—=° yo ergiebt sich 
Yı 


Cat Okdt 
[ 2 a —-4G 1 —4U Y 92 32 = 4 — U ne D) 
Va — 9 —228 ac +0) Ya by 22 2a +0) 


9 —4 %—4 


yıdı = 


B, b, 1. Setzen wir hier 
y= (2— a) :@— %) 2 — a) ?@— a) %-u 


und bestimmen die willkürlichen Parameter so, dass in der Umgebung von z—=a, und 


2 — © keine Logarithmen auftreten, so genügt « der Differentialgleichung 
Au + ” 3  \du I 4ta+u— 32 ze 
eh 2 — Q, eh GE Je we 


Von dieser Differentialgleichung zeigte sich (B, ec, 3), dass die zugehörige Differential- 
gleichung 3. Ordnung für v = uw’ die drei Integrale 
v=(&- a1)?, = ( — 05)3, Dar (2 — a)? 
hat. Demnach kann 
Pat) = (2 — 1)?, Prolm) = (2 — a3)?, Pas(tyt) — (2 — a,)? 


angesetzt werden, wo die gs; quadratische Formen bezeichnen. Durch passende Wahl 
zweier Constanten y, und 9, kann man 


Yıpaı — Vf} = Pla) = 3 — a, machen, folglich 
Folnu) = PaslYyıpar — IP) = 2 — 9) @ — a,)2, 
Fly) = ea) E—- %)’E ma) Bra), 


— — (2 — 21)2(2 — 0,)°@ — a3) (.— 9)". 


Vfe@yıy2) 
Yu nn FAld TE a) (2 — &) (a — a5)"z — a,)?, Wo A C 
2 Yı 
also, wenn /,(1, £) = R;(Ö) gesetzt wird 
yıdz = a a — 645 
42 —  T,— hin re 
RO © ur VE) 
Wir betrachten zum Schluss die Fälle o — s undo= 6. Imersteren Fall haben 
3 . ” . I 1 2 
wir, je nachdem für z= », 0, & die Form ı ar ı+ = oder ı + Be + er 
haben, die aus der Relation (15) No. 4 hervorgehenden Gleichungen 
2 5 
A. ER FR Be —7 12, 8150 BEE 2,1. =o0, 
iM i-el+tı Pi v 2 es >, 
2 1 > NEET 3 3A 
IS BöReR Dolye ek ER“. nen AN=.9, 
B. er Bes 5; + n 12, also ec 25 -+3 2m, 4<2 


Im Fall A haben wir demnach allein die Gleichung zu discutieren: 
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I I I T I T 
Er ar > FR >, = = is BR a FE 6. 
Das einzige Lösungssystem derselben ist 


(91, Yo, Ya, 9 955 v) — 6 I, 1, I, I, 2 


Im Fall B haben wir drei Unterfälle zu unterscheiden: 


I I Z I I I I 
)i=2 er em Br nn 
5 N, N, 3 Vz Yı 143 N 
(nı, N9, Vz, Ya Is, n) Fr (2, 2, I, I, I, I); 
FE % I I I I I 
DyA= 1 = ak Er )+ —-— 
) er RR ar n 4 
(nı, Y), Yy, I 955 n) = (3) 141702, AWP 
2 I E I I I I 
Geil == O ( R — 
3 a. en, ur” i 
(9, V2, 93, I 955 n) == Rr I, 1, 1,2, 2). 


Die zugehörigen Wurzeln der determinierenden Fundamentalgleichungen sind 


U 4143 Ya Too Yzı Tag Ta Ta Ts. Ta 01:0 
A I = = I I I I I I 5 3 5 
K 7.3 2 Pa, 202 22 2 2 is 
I I I I I I I 1 
Bea re o u Fe En 2 er 
2 2 2 2 2 2 2 2 
2 I I I I I I I E I 
Bb.—-— --- Zi Ne — = — — 2.053 
3 3 21,2 2.02) 22 2 2 
I I I I I I 
Be en a tal 
2 2 2 2 27 2 2 4 4 
Für e = 5 ist die Differentialgleichung durch die Wurzeln der determinierenden Funda- 
mentalgleichungen bis auf 3 Constante bestimmt. Diese ergeben sich wieder durch die 
Bedingung, dass in der Umgebung von drei singulären Punkten, zu denen auch 2 —= » 


gehören kann, keine Logarithmen auftreten. Dazu ist erforderlich, dass bei mindestens 
3 singulären Punkten die Differenz der Wurzeln — ı ist. Diese Bedingung ist bei 
sämtlichen obigen Lösungssystemen erfüllt; die Differenz der Wurzeln ist sogar immer 
bei vier oder mehr singulären Punkten = ı. Daraus folgt wie früher, dass die Glei- 
chungen nur dann algebraisch integrierbar sind, wenn sie vollständig durch Wurzeln 
rationaler Funktionen integriert werden können, und daraus ergiebt sich wie früher die 
oben hergeleitete Relation zwischen den Wurzeln der determinierenden Fundamental- 
gleichungen. Es findet diese Beziehung statt in den Fällen!) 


A, Ki cbırei race 2) a ara — 
a tratrstratrı te = Ste east 


Ku Sn 


No no 


+ 
+ 


N lan 
Il 
oO 


[9 


!) Die beiden andern Fälle sind offenbar nicht algebraisch. 
9% 
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Integrale: yı = (e— a)” 2 — 9) — a5) 2(@ — 4) 22 — 05), 
%= (?— 4)? a 0) 2(2 Er a3) *( Fr a,) 2(@ Zee a) 3. 
ac Cal 
— 3 — d —h Son dz = et, 
C a u 2,8 Ye Rd 
RE) = EC (a — a), Enke a) i)): 
B, a. Yıt retrsı tra tr rt = —-I+0—I3—- 3 3+2=0, 
Yet rat ra trat rı +0 = O0. 
Integrale: yı = @— 41) 2(z an a3) 2(2 wen a) (2 zen as, 
y9 = @— 45) 2(2 25 93) (2 SE a4) 3(2 — 9) 3. 
n rang dı 3 Ya Cat Otdc 
a Meer —u ‚dz ——) ne Idee 
; (: — =) Ve Yo VR(&) 
wo Rd) nr (1 Er £6°) (1 — e:6?) (1 157, &6”), .= ae (# —= I, 2, 3). 
a, — A,+2 


Für oe — 6 haben wir nach No. 4, Rel. 23 nur die eine Gleichung zu betrachten: 


A 6 A 
3 2—t2 3 — + = 15, ale + 2(6—)+3> 15, A<o, d.h. 


i= 1Mi i=i+1Pi N 
IT I I I I > I 
.— Yard dr Yt LT, T, 1, Ir 
artnet) 5 = tn 1) 
Wurzeln der determinierenden Fundamentalgleichungen: 
"ı Pa Ya aa Yg1 Tag "a Te Ns To Ne Tea 01 09a 
444 4 4 Hat 2 


Eine Wiederholung der oben benutzten Schlussweise ergiebt als Integrale: 
6 e 
N ie 2— a), le: Wen 


[hyperelliptischer Fall vom sechsten Grade). 


Von den vorstehend betrachteten Differentialgleichungen sind von Herrn Fuchs 
in der Mitteilung in den Göttinger Nachrichten (1880, pag. 445 fg.) diejenigen Fälle 
angegeben und integriert worden, die sich auf die Formen No.ı (1r.), (19.) der Wurzeln 
der determinierenden Fundamentalgleichungen und für die Formen (ı1a.), (20) aufn = 2 
beziehen. Unter den Fällen, die sich durch Wurzeln rationaler Funktionen integrieren 


lassen, finden sich naturgemäss diejenigen Wurzeln ge)”, für die sich die Gleichung 
y"— 9(z) = o eindeutig umkehrbar in 7?— R;(£) = o transformieren lässt, und die 
schon Herr Netto in seiner Inauguraldissertation (Berlin 1870) hergeleitet hat. Beson- 
deres Interesse bieten auch diejenigen Differentialgleichungen dar, in denen die Integrale 
fı(z),. f.(z2) Wurzeln einer einzigen irreductiblen Gleichung sind, d. h. wo die Integranden 
erster Gattung des zugehörigen algebraischen Gebildes vom Range 2 durch die verschie- 
denen Zweige einer algebraischen Funktion gebildet werden. 


EISBEER -——- zerE 


Zu pag. 29, Zeile 4 ist noch nachzutragen, dass für eine der beiden genannten Stellen, die dann 
im Unendlichen angenommen werden mag, auch „sich aufhebende Verzweigung‘‘ stattfinden kann. Die 
übrigen Schlüsse bleiben dadurch ungeändert. 


THESEN. 


14 
Die Darstellung transcendenter Funktionen durch Grenzprozesse aus algebraischen 
Operationen ist als ein Fortschritt gegenüber der blossen Definition durch Differential- 
gleichungen zu betrachten. 
2. 
Das absolute Masssystem ist für die Anwendungen der Physik auf die Technik 
nicht zu entbehren. 
3. 
Eine enge Verbindung des mathematischen mit dem physikalischen Unterricht 
auf den höheren Lehranstalten ist für die Unterrichtserfolge in beiden Fächern von 
gleichem Nutzen. 


Jo or 12% 
San Bau 1 iR 
TORE TAT hi 
Lo j 
idea! ob ya Se Koi ogeäl, 
R r ir x \ ß 23 ® 


PN eTN 


ai] eg I AT 
Nö7 FR ERBE ‚ochammlı di Bi 
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VITA. 


Natus sum ego Rudolphus Lohnstein die sexto mensis Junii anni LXVIh.s. 
Berolini patre Hermanno matre Henrietta e gente Benas, quos adhuc vivos maxime veneror. 
Fidei addietus sum mosaicae. Postquam primis litterarum elementis imbutus sum, gymnasium 
Berolinense quod „Sophiae“ dieitur novem per annos frequentavi; tum maturitatis testi- 
monium adeptus vere anni LXXXIV h.s. et ab. Ill. rectore A. Kirchhoff in civium aca- 
demicorum Universitatis Friderico-Guilelmae Berolinensis numerum receptus nomen apud 
amplissimum philosophorum ordinem professus sum. Ac primum per octo semestria maxime 
mathematicis physicisque rebus operam dedi; denuo auctumno anni LXXXVIII inscriptus 
et in Universitate et in Regio Polytechnico Charlottenburgiensi exereitationes scholasque 
ad res physicas ac technicas pertinentes secutus sum. Res mathematicas, physicas, 
philosophicas me docuerunt viri illustrissimi Deussen, Dilthey, Foerster, Fuchs, 
Glan, Helmert, de Helmholtz, Hettner, Kayser, G. Kirchhoff (7), Knoblauch, 
Kronecker, Kundt, Landolt, Netto, Weierstrass, Zeller. Seminarii mathematiei 
per quinque semestria fui sodalis. Omnibus viris illis optime de me meritis maximam 
sratiam habeo, imprimis proff. ill. Fuchs, Kronecker, Weierstrass, quorum ex scholis 
maximum fructum percepi. Clarissimi viri Fuchs et Kronecker etiam privatis consiliis 
adhortationibusque magnopere mihi profuerunt. 


